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En aquest document es presenta un estudi complet sobre l’helicòpter coaxial 
UAV, la seva dinàmica, i control automàtic. En primer lloc s’analitzen els factors 
que intervenen en la física de l’helicòpter, per a acabar presentant un model no 
lineal que descrigui el sistema. A partir de simulacions, es valida el model no 
lineal i es procedeix a linealitzar-lo, amb l’objectiu final de dissenyar un 
controlador automàtic per l’helicòpter. A continuació de l’estudi sobre els 
aspectes de control, es presenta el controlador, i es mostren els resultats 
obtinguts. A la part final de l’estudi es presenten les conclusions extretes. Aquest 
document, també inclou al final un càlcul del pressupost de l’estudi, un anàlisi 
mediambiental, i la bibliografia emprada. 
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      – Velocitats angulars del cos 
    – Angles del rotor/barra relatius o bé   – angle d’atac (capítol 2) 
    – Angles de la barra absoluts 
  – Velocitat angular dels rotors 
x – Vector d’estat 
u – Vector d’entrada 
U,u – Tensió  
B – Body  
J – Inercial  
bat – Bateria  
bar – Barra estabilitzadora 
dw – Down  
flap – Flapping  
hov, h – Hover, equilibri 
mot – Motor  
servo/serv – Servo-actuador 
tip – Punta de Pala  
up – Up  
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MAV   Micro Aerial Vehicle – Micro Vehicle Aeri  
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MT   Momentum Theory – Teoria del Moment Lineal 
PID   Proporcional Integrador Derivatiu 
SAC  Sistemes Avançats de Control 
TPP   Tip Path Plane – Pla de Punta de Pala 
UAS   Unmanned Aerial System – Sistema Aeri No-Tripulat 
UAV   Unmanned Aerial Vehicle – Vehicle Aeri No-Tripulat 
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Capítol 1. Introduccio  
 
La idea de volar sempre ha fascinat a la humanitat. La indústria aeroespacial, tot 
i haver explotat durant el segle XX des del primer vol amb avió dels germans 
Wright; fa més temps que es desenvolupa, passant pels globus aerostàtics fins 
als dissenys que s’han fet a l’edat mitjana o remuntant-se a les antigues 
civilitzacions. Els helicòpters, tal i com s’entenen en l’actualitat, són 
cronològicament posteriors als avions. Això és degut a que la tecnologia no ha 
permès que comencessin a tenir importància fins a la segona meitat del segle 
XX. Tot i així, el concepte d’helicòpter pot ser igual o més d’antic que el dels 
avions, ja que va lligat a la inquietud de l’home per volar. Encara que els primers 
models exitosos són relativament recents, com els dissenys de Breguet i Dorand 
previs a la Segona Guerra Mundial o l’autogir de Juan de la Cierva dels anys 20, 
ja existien models de vehicles conceptualment semblants a l’helicòpter actual 
fets al segle XV pel mateix Leonardo da Vinci. 
Seguint amb la història, les idees dels helicòpters coaxials també són prou 
antigues, amb origen a la Rússia tsarista pels volts de 1754; cosa que s’ha 
mantingut amb un evident domini rus en els helicòpters coaxials, i que és patent 
en els helicòpters Kamov. No obstant això, la configuració coaxial no és la més 
utilitzada avui en dia. Els motius d’això, juntament amb les diferències entre les 
dues configuracions, seran explicades a l’apartat 2.2.1. 
De tots els vehicles aeris, cada un té associades unes virtuts. Dels avions se’n 
pot destacar la velocitat, dels coets la possibilitat d’escapar de la Terra i volar 
fora l’atmosfera, i en el cas dels helicòpters, les seves grans virtuts, i raó de ser, 
són la seva grandíssima maniobrabilitat (té més graus de llibertat que els altres) i 
sobretot, la possibilitat de mantenir-se en vol estàtic en un punt. 
La idea de controlar robots voladors sorgeix de manera natural com a fruit de 
l’evolució tecnològica, i de la unió dels camps de la robòtica i aeronàutica. 
Similarment, la indústria electrònica ha anat evolucionant fins a concebre 
conceptes com ara els sistemes de control automàtic. Robots, automatismes, i 
qualsevol expressió d’intel·ligència artificial també han esdevingut habituals en 
les vides de tots des de finals del segle passat, i inevitablement, aquesta 
tecnologia ha anat a parar a la indústria aeronàutica. 
És en aquesta unió, apareix per primer cop el concepte dels UAV. Els vehicles 
aeris no tripulats o UAV (Unmanned Aerial Vehicle) [1] [2] són aquelles aeronaus 
sense humans a bord, i que poden ser controlades per un pilot des d’una estació 
Estudi de l’helicòpter coaxial UAV i disseny del controlador  Gerard Graugés i Agustí – ETSEIAT 
3 
  
de control, o bé de manera automàtica a través de controladors automàtics. A 
diferència dels míssils, poden mantenir vol controlat (en altitud, per exemple) i 
normalment són propulsats a través de motors a reacció o hèlices. Els 
helicòpters no propulsats són UAV àmpliament utilitzats, principalment per a 
poder aprofitar l’habilitat d’aquests de mantenir-se estàtics. Quan les dimensions 
del vehicle són molt reduïdes, es fa servir l’acrònim MAV o Micro UAV. 
De vegades es fa servir el terme UAS (Unmanned Aerial System), que engloba 
tant l’aparell volador com l’estació de control terrestre i de seguiment, ja que a 
part del vehicle, han d’existir instal·lacions terrestres de control i seguiment (que 
no tenen perquè ser la mateixa ni estar en la mateixa ubicació).  
Les aplicacions dels UAV són diverses i en constant creixement: passen des del 
camp militar, la seva primera aplicació, ja sigui per tasques de reconeixement, 
espionatge o fins i tot combat; fins al camp civil o comercial, com ara en feines 




Els objectius d’aquest treball poden ser resumits fàcilment amb el títol del treball, 
i com es pot veure, consta de dues parts clarament diferenciades. 
Per una part s’hi troba l’objectiu més teòric de realitzar un estudi complet sobre 
els UAV de tipus helicòpter coaxial. Aquest estudi pretén reunir coneixements de 
les dues branques principals que afecten el projecte: la robòtica, o més 
correctament, la automàtica1; i l’aeronàutica. En els dos casos es pretendrà 
posar a la pràctica els coneixements adquirits per contrastar la seva validesa i 
extreure’n conclusions, i poder obtenir-ne de nous.  
L’estudi consistirà en la determinació amb la màxima fidelitat possible del 
sistema físic que regeix el comportament de l’helicòpter. Per tal de fer-ho, es 
recolliran un conjunt d’equacions que explicaran el comportament de cada un 
dels sistemes de l’helicòpter, i de tot el conjunt. Aquestes equacions seran 
recollides en el que es coneix com al model no lineal. El model no lineal permetrà 
fer un seguit de simulacions i extreure les conclusions corresponents, 
principalment per determinar-ne la validesa. 
                                               
1
 Diversos autors es refereixen als UAV com a robots. Aquest terme és acceptat, d’acord 
amb la majoria de definicions de robot, no obstant, en aquest treball s’ha preferit parlar 
de sistema de control automàtic. 
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El segon objectiu, i l’objectiu final del treball al cap i a la fi, és el disseny d’un 
controlador automàtic per l’helicòpter coaxial. És el motiu pel qual es fa un estudi 
previ i s’elabora un model dinàmic, que servirà per obtenir els paràmetres del 
controlador. 
Un controlador per un helicòpter pot ser de molts tipus diferents, i pel que fa a la 
seva utilitat, se’n poden plantejar de diverses. L’objectiu principal del controlador 
serà mantenir el sistema estable i equilibrat, tot i que objectius més ambiciosos 
es podrien plantejar, però s’escapen de l’abast del treball, com ara pilots 
automàtics, controladors que puguin seguir una consigna en alguna de les 
variables físiques; o bé en darrera instància, controladors que permetin complir 
missions de forma totalment autònoma. 
Per aquest darrer motiu, un altre objectiu d’aquest treball és establir les bases 
per a futures investigacions en aquest sentit o en d’altres, o bé la posada en 
pràctica del controlador obtingut en aquest treball en un helicòpter UAV real. 
 
1.2. Estat de l’art 
 
L’estat de l’art en les dues disciplines que presenta aquest treball es troba en un 
estat molt avançat, l’aeronàutica i la robòtica, que es troben en continu 
desenvolupament. El camp d’aplicació en concret dels helicòpters UAV no és 
menys que els dos anteriors, i tot i ser investigat des de temps més recents, es 
troba en un auge des de les últimes dècades que està impulsat pels avenços 
tecnològics de què es disposa en les dues disciplines.  
Els helicòpters són en general, vehicles inestables sense controlador (fins i tot 
alguns d’ells, militars, ho segueixen sent sortits de fàbrica on s’espera que el 
controlador que garanteixi l’estabilitat del sistema sigui el propi pilot). Degut a 
aquesta condició, és implícit doncs que l’evolució en els controladors dels UAV 
hagi seguit directament l’evolució dels UAVs. 
Actualment existeixen infinitat de models diferents presents al mercat. Els 
primers UAVs en ser desenvolupats van ser els militars, però també se’n poden 
trobar en molts altres sectors, com ara de vigilància i seguretat, observació 
remota, manteniment, obres i transport. Comercialment hi ha moltes empreses 
que exploten aquest mercat i el desenvolupen. A part dels exemples 
anteriorment citats, una altra aplicació que contribueix al desenvolupament de la 
matèria i a la comercialització de diversos aparells, com els de la Figura 1, són 
els helicòpters UAV utilitzats esportivament o com a joguines. 




Figura 1. Diferents configuracions d'UAV. a) quadricòpter, b) axial, c) rotor de cua, d) 
coaxial, e) tàndem 
Acadèmicament, també s’ha realitzat gran quantitat de recerca sobre el tema la 
última dècada. Com en el cas d’aquest treball, existeixen diversos precedents 
d’autors que han proposat altres models i controladors [3] [4] [5]. 
1.3. Estructura del treball 
 
Després d’aquesta breu introducció, en el Capítol 2 es parla de l’helicòpter 
coaxial de treball. En els dos primers apartats, s’introdueixen prèviament els 
conceptes que s’han considerat oportuns per l’entesa del projecte i l’elaboració 
del model, mentre que en els següents apartats es determina l’helicòpter en 
qüestió i l’estació de control. En el Capítol 3 es procedeix a obtenir les equacions 
dinàmiques del sistema i que conformen el model, mentre que el Capítol 4 
explica de quina manera s’ha implementat el model amb el programari 
MATLAB® i conté els resultats i conclusions de les simulacions pertinents. A 
continuació, el Capítol 5 introdueix els motius que porten a linealitzar el model 
dinàmic anterior, i detalla la manera com s’ha fet, presentant finalment els 
resultats. Per últim, el Capítol 6 detalla el procés de disseny del controlador a 
partir dels resultats del capítol anterior, en realitza les probes pertinents i 
presenta els resultats. 
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2.1.1. Aerodinàmica de l’helicòpter 
Abans de començar a modelar el sistema dinàmic de l’helicòpter, cal entendre la 
física que explica el seu funcionament. Per començar, si bé l’avió utilitza el 
sistema propulsor únicament per a accelerar en la direcció de vol, i la força de 
sustentació és una component de les forces aerodinàmiques generades a l’ala, 
en l’helicòpter les superfícies sustentadores són les ales del rotor, que a la 
vegada generen propulsió en alguna direcció, i sustentació per mantenir flotant 
l’aparell. Gràcies a això, l’helicòpter destaca per sobre de l’avió en poder 
mantenir-se estàtic o sostingut, el que en anglès s’anomena ‘hover2’. 
 
Figura 2. Diagrama de forces en l'helicòpter [6] 
2.1.1.1. Aerodinàmica del perfil de pala 
L’element més primari a estudiar-ne l’aerodinàmica és el perfil de les pales del 
rotor: en tot perfil aerodinàmic, sigui de rotor o d’ala, la força aerodinàmica és 
generada per la distribució de pressions de l’aire al passar-hi a través a diferents 
velocitats. 
 
                                               
2
 A falta d’una paraula en català, ens referirem a aquest fenomen d’aquesta manera d’ara 
en endavant. Alguns sinònims podrien ser: vol sostingut, flotant... 




Figura 3. Generació de sustentació en un perfil de pala [6] 
La integració de les forces de pressió, es pot dividir en una component 
perpendicular a la velocitat relativa a aquest, o sustentació (L), i una component 








        (2) 
On ρ és la densitat de l’aire, V és la velocitat relativa de l’aire incident al perfil, S 
una superfície característica (en cas de ser un perfil, es la corda d’aquest per 
metre de profunditat); i cL, el coeficient adimensional de sustentació que és 
proporcional a l’angle d’atac α del perfil dins els límits d’entrada en pèrdua, i es 
relaciona amb  el coeficient adimensional cD de resistència a través del es coneix 
com a polar parabòlica:  
          
     (3) 
Per a més informació sobre aerodinàmica de perfils bidimensionals o de cossos 
tridimensionals consultar [7] [8]. 
2.1.1.2. Aerodinàmica del rotor 
Les equacions (1), (2) i (3) no intervenen directament en el model de l’helicòpter 
ja que són per a perfils aerodinàmics (bidimensionals) i en el cas de tot el rotor 
en 3D s’han de tenir en compte altres factors; tot i així serveixen per explicar els 
fenòmens aerodinàmics que s’observaran al rotor, com ara el fet de que per a 
més sustentació total, s’indueix més resistència de fregament, segons (3). Tot i 
així, en els helicòpters no es parla tant de la sustentació que genera el rotor, sinó 
de l’empenta o Thrust, que serveix per propulsar i sustentar a la vegada l’aparell, 
i que es calcula a través de la sustentació total del rotor i la seva direcció.   
Existeixen diverses maneres per calcular l’empenta del rotor amb precisió [6] [9] 
[10]. Les més importants són la teoria de quantitat de moviment (momentum 
theory, MT) que considera el rotor com a disc actuador i mesura la variació de 
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moment lineal del fluid que el travessa, abans i després d’entrar; la teoria 
d’element de pala (blade element theory, BET), que fa una integració de les 
forces generades als perfils al llarg de les pales; o la teoria de vòrtexs, que fa un 
càlcul a través de la circulació que el rotor indueix. Existeix també una teoria 
conjunta de les dues primeres, que presenta menys error pel fet de contenir 
menys simplificacions.  
No obstant, i com a primera aproximació, es pot obtenir una idea de quina serà 
l’empenta i de quins paràmetres dependrà, a través de la sustentació de 
l’equació (1) similarment a la BET però sense fer la integració. Sobre aquesta 
equació, es pot concloure que l’empenta és funció del quadrat de la velocitat i el 
coeficient de sustentació. Com que la velocitat lineal V = Ωr (on r és la distància 
entre l’eix de rotació i el perfil, que en la punta de la pala és igual al radi del rotor 
R), s’arriba a la conclusió que el primer paràmetre, que controla l’empenta del 
rotor de forma quadràtica és la velocitat angular Ω.  
D’altra banda, i com s’ha comentat, el coeficient de sustentació cL és funció lineal 
de l’angle d’atac α (també depèn de paràmetres de disseny com ara la forma del 
perfil; o el número de Reynolds), i la resistència depèn quadràticament de la 
sustentació: 
 
Figura 4. Corba cL, cD – α [11] 
Per tant l’empenta també augmenta proporcionalment a l’angle d’atac de les 
pales. 
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Un cop obtinguda l’empenta del rotor, la manera més habitual 
d’adimensionalitzar-la és a través de la densitat, una superfície característica i 
una velocitat al quadrat. El més raonable és prendre l’àrea de tot el disc rotor de 
radi R i la velocitat de punta de pala Vtip, de la següent manera: 
   
 




        
 
 
      
   (4) 
Un altre aspecte a tenir en compte en els helicòpters és que el fet que 
subministrar velocitat angular a les pales del rotor implica fer-ho a través d’un 
parell que s’entrega des del motor, a l’eix i al rotor. El rotor, per la seva banda, no 
opera al buit sinó que ha de vèncer una resistència aerodinàmica per a poder 
mantenir aquesta rotació. Això genera un desequilibri en els moments que faria 
girar el fuselatge en direcció contrària al rotor a menys que s’apliqui una força 
que el contraresti. El cas més habitual és l’ús d’un rotor de cua que crea un 
moment d’igual magnitud i sentit oposat, però existeixen altres alternatives, com 
ara l’ejecció d’un flux d’aire que generi una força similar a la que faria el rotor de 
cua, o l’ús de rotors en contra-rotació que compensin el seu moment l’un a l’altre, 
com en el cas dels rotors en tàndem, o en el cas a estudiar: la configuració 
coaxial. 
El parell entregat al rotor (Q) també s’adimensionalitza de manera molt semblant 
a l’empenta, si bé ara per a quadrar unitats fa falta dividir novament pel radi del 
rotor (ja que el parell és una força per un braç de palanca): 
   
 
     
   
 
 
      
    (5) 
 
2.1.2. Control de l’helicòpter  
En qualsevol disseny d’helicòpter existeixen quatre diferents elements de control: 
a) Col·lectiu: rep aquest nom degut a que s’actua sobre tot el rotor en conjunt. 
En els helicòpters convencionals l’actuador és un plat col·lectiu al voltant de 
l’eix del rotor que actua sobre les pales del rotor augmentant o disminuint 
l’angle d’atac per igual a totes les posicions, de manera que s’aconsegueix 
un augment o disminució de la sustentació total. Serà, per tant, l’eina 
necessària per al control d’altitud i vol vertical. 
b) Cíclic: pot descompondre’s en dos controls diferents: longitudinal i lateral. 
Es tracta de la orientació de l’empenta aconseguida al rotor per tal 
d’aconseguir una acceleració que dirigeixi l’helicòpter cap a la direcció 
desitjada. En els helicòpters convencionals es porta a terme a través del plat 
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col·lectiu, format per un plat estàtic connectat al cos de l’helicòpter, que a 
través d’actuadors s’inclina segons la posició del comandament cíclic; i un 
plat en rotació connectat al rotor i lliscant sobre el plat estàtic, i per tant sent-li 
transmesa la inclinació d’aquest. D’aquesta manera s’aconsegueix modificar 
l’angle d’atac de cada posició azimutal de les pales del rotor (de 0º a 360º), 
fent que hi hagi posicions on s’aconsegueix menys sustentació que en 
posicions diametralment oposades, efecte que simula una inclinació de 
l’empenta cap a una determinada direcció, o vist d’una altra manera, una 
inclinació relativa (fictícia) del pla del rotor. 
c) Control de guinyada: causa el moviment de guinyada, és a dir, la rotació de 
l’helicòpter al voltant del mateix eix de rotació del rotor principal (en un pla 
perpendicular a aquest). En els helicòpters típics, s’obté mitjançant el rotor de 
cua, que augmenta o disminueix l’empenta produïda per tal de 
descompensar el parell del rotor principal i originant una rotació segons la 
direcció que convingui. Com es veurà a continuació, aquesta és la diferència 
principal amb els helicòpters coaxials (i també avantatge principal), que no 
disposen de rotor de cua. 
 
2.2. Helicòpter de treball 
 
En aquest apartat es pretenen definir clarament les característiques i 
configuració de l’helicòpter coaxial sobre el que es pretén realitzar l’estudi. 
S’explicaran les diferències bàsiques que presenta l’helicòpter respecte els altres 
tipus d’helicòpters coaxials i respecte els helicòpters en general.  
2.2.1. Disseny de l’helicòpter 
L’helicòpter amb que es treballarà és de tipus coaxial, i a continuació es passarà 
a detallar alguns aspectes concrets del seu disseny. Més específicament 
s’estudiarà quines són les seves variables de control, que com s’ha vist en 
l’apartat 2.1.2, han de ser un total de 4. L’estudi es farà sobretot centrant-se en 
els dos rotors, ja que són els que generen la majoria de forces i moments 
aplicats al cos de l’helicòpter3. 
Com a totes les configuracions coaxials, el model no disposa de cap rotor de cua 
al qual se li entregui potència, sinó que només s’entrega potència als dos rotors 
                                               
3
 Els dos rotors són els principals responsables de moltes forces i moments generats. 
Per a facilitar la identificació de variables associades als rotors (forces, moments, 
angles...), d’ara en endavant es farà servir els subíndexs “up” o “dw” segons es refereixi 
a una variable associada al rotor superior (up) o a l’inferior (down); o bé el subíndex “i” 
quan es vulgui referir a qualsevol dels dos. 
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principals. Per tal d’aconseguir-ho, hi ha dos motors  de corrent contínua 
diferents que fan rodar dos eixos concèntrics que transmeten el moviment a 
sengles rotors de manera independent. Aquests motors entreguen un parell als 
rotors originant una velocitat angular Ω a cada rotor. Degut a la complexitat i 
despesa que suposa el disseny i producció d’un plat col·lectiu i articulació que 
permeti modificar en conjunt l’angle d’atac de tot el rotor, aquest model utilitza 
com a paràmetres de control les velocitats angulars Ωup i Ωdw, les dues primeres 
variables, que permetran regular el comportament de l’helicòpter en altitud si es 
modifiquen de manera conjunta (augmentant o disminuint a la vegada). 
Per al moviment de guinyada o ‘yaw’, el control en helicòpters coaxials, que no 
disposen de rotor de cua, s’aconsegueix aplicant una diferència de moment entre 
els dos rotors, que pot ser amb el parell subministrat, modificant la inèrcia, o més 
a la pràctica i per MAV, modificant la velocitat angular Ω dels dos rotors de 
manera diferencial. Tenint en compte que si s’augmenta la velocitat d’un rotor i 
l’altra es manté constant, la sustentació total haurà augmentat i causarà un 
ascens i viceversa. Partint des de les velocitats angulars d’equilibri, 
s’incrementarà la diferència de velocitats mantenint la força generada total 
constant, de manera que s’indueixi una rotació de l’helicòpter cap el sentit 
desitjat. 
El control cíclic és el més complicat. Com en el cas del control col·lectiu, si el 
mecanisme per a variar l’angle d’atac col·lectiu ja és complex, el fet de fer-ho per 
a cada posició azimutal de la pala al llarg dels 360º del pla del rotor (angle d’atac 
cíclic) encara ho és més. Per tant, una solució acceptable en els MAV, com en el 
cas d’estudi, és la inclinació de tot el rotor en una determinada direcció, en la 
qual es dirigirà l’empenta. Per tal d’aconseguir-ho, hi ha dos servo actuadors que 
orientaran un plat cíclic lligat al rotor, per tal d’inclinar-lo per aconseguir uns 
angles α i β respecte els eixos x i y (definits en l’ apartat 3.1) per al control cíclic 
longitudinal i lateral respectivament, de manera a permetre els moviments de 
capcineig o ‘pitch’ i balanceig o ‘roll’. En aquest punt apareixen diverses 
possibilitats ja que són dos els rotors a controlar. Un altre cop per simplicitat, 
apareix una solució que permet obtenir bons resultats: l’únic rotor que es controla 
directament pel que fa a la inclinació és el rotor inferior, per ser més proper als 
actuadors del cos de l’helicòpter. El que succeeix amb el rotor superior, és que 
està articulat per a moure’s lliurement. En canvi, per sobre d’aquest, hi ha una 
barra estabilitzadora en rotació, que degut a tenir dues masses als extrems, 
posseeix una gran inèrcia, i actua com a controlador proporcional integrador 
aportant la inclinació necessària al rotor superior d’acord amb la inclinació que té 
el cos de l’helicòpter degut al control cíclic del rotor inferior. Es un element 
estabilitzador (Figura 5), la resposta del rotor superior és bastant lenta en 
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comparació amb la del rotor inferior, i com que tendeix a dirigir l’empenta cap a 
l’orientació prèvia de l’helicòpter, crea un moment recuperador que tendeix a 
portar l’helicòpter novament cap a l’equilibri. 
La descripció de la figura és la següent: es parteix d’un estat en equilibri (a), 
degut a una acció de control, el rotor inferior s’inclina i es crea una acceleració 
cap on es dirigeix l’empenta (b). L’empenta, com que està desalineada amb el 
centre de gravetat, també genera un moment sobre el cos que tendeix a inclinar-
lo segons la direcció del rotor inferior, mentre que el rotor superior, lligat a la 
barra estabilitzadora, es manté en la posició inicial degut a la gran inèrcia de la 
barra (c). Segons aquest estat, la força del rotor superior actua com a 
recuperadora, ja que el moment que crea afavoreix al sistema tornar a l’estat 
inicial. Si la inclinació es manté (depèn de la dinàmica i del temps en que s’aplica 
l’entrada), la barra estabilitzadora acaba adaptant-se a la direcció del cos, com 
en l’estat (d), sinó, es torna a l’equilibri (a). 
 
Figura 5. Resposta dels rotors al control de pitch/roll [12] 
Les quatre variables Ωup, Ωdw, α i β són les que regeixen la dinàmica de 
l’helicòpter com a sòlid rígid en l’espai. No obstant, no es pot actuar sobre elles 
directament, sinó que es farà a través de motors per les dues primeres (i a través 
de caixes reductores), i servo-actuadors per les dues segones. D’aquesta 
manera es passa d’un sistema dinàmic purament mecànic (moviment de 
l’helicòpter), a un sistema dinàmic que combina la mecànica amb la dinàmica 
dels motors. És per això, que les variables de control reals o finals, seran les 
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tensions aplicades a motors i servos: umotup, umotdw, userv1 i userv2. La Taula 1 
serveix a mode de resum: 
Tensió 
aplicada 





umotup Motor superior Rotor up Ωup Vertical/Yaw 
umotdw Motor inferior Rotor dw Ωdw Vertical/Yaw 
userv1 Servo-actuador 1 Plat cíclic (lat)
4 α  4 Roll  4 
userv2 Servo-actuador 2 Plat cíclic (long)
4 β  4 Pitch  4 
Taula 1. Resum de variables i moviments 
 
2.2.2. Laboratori de control 
 
2.2.2.1. Descripció 
En aquest apartat, es descriu l’estació de control dissenyada per fer experiments 
amb l’helicòpter coaxial en qüestió. En aquest context, no es tracta d’un control 
automàtic o cap acció sobre l’helicòpter, sinó que per control s’entén tenir 
detectat a l’helicòpter dins el volum de control. 
En l’helicòpter coaxial d’estudi s’han fet una sèrie de modificacions i per tal de 
poder ser monitoritzat a través del laboratori d’observació amb una estació de 
control segons el que descriu [13]. La plataforma experimental consisteix en un 
volum interior situat en el laboratori, de 2m cúbic de volum pel qual l’helicòpter es 
mourà, situat al laboratori de control avançat del grup de recerca Advanced 
Control Systems (SAC) de la UPC. L’helicòpter no porta cap mena 
d’instrumentació, de manera que la seva posició i actitud es determinarà a través 
dels sensors externs. Com descriu la Figura 6, l’espai de control és un cub 
imaginari de 2m3 observat per dues càmeres situades a 2,5 m de la superfície 
externa, i formant un angle de 90º entre elles.  
Una aplicació d’ordinador pels sensors s’encarrega en el tractament de dades de 
la plataforma. Es tracta d’un programa de visió capaç de detectar un objecte en 
moviment i calcular la seva posició en coordenades X,Y,Z, a la vegada que la 
seva actitud (angles de pitch, roll i yaw), dins el volum de control. El programa és 
una aplicació de WinXP i rep les mesures via TCP amb una freqüència de 30 Hz. 
                                               
4
 Per a un més fàcil entesa, s’ha explicat per a un model amb servo-actuadors situats 
coincidents amb els eixos x i y. A la pràctica estan col·locats amb una certa inclinació, i 
tenen lloc efectes giroscòpics, de tal manera que cada un dels servos actua a la vegada 
sobre la inclinació lateral i longitudinal, existeix un acoblament entre el pitch i el roll. 
Tampoc s’ha definit encara, però es poden controlar els angles d’un dels rotors, o dels 
dos a la vegada. 




Figura 6. Planta del laboratori de control [13] 
L’helicòpter porta muntat sobre uns punts concrets, díodes LEDs infrarojos que a 
partir de filtres aplicats a les càmeres, s’aconsegueix que aquestes funcionin 
com sensors, purament a través de software. La distribució dels LED es mostra 
en la Figura 7: situada sobre l’eix longitudinal de l’helicòpter, cada posició 
necessita en realitat tres LEDs muntats en una barra, i formant 120º entre ells, 
per tal que les càmeres puguin detectar qualsevol orientació possible de 
l’helicòpter. 
 
Figura 7. Localització dels LED (esquerra) i helicòpter modificat (dreta) 
 
Molta més informació sobre el software i el tractament de dades es troba en 
l’article [13]. 
 
2.2.2.2. Estudi de les modificacions 
Algunes de les modificacions introduïdes en l’helicòpter segons l’apartat anterior, 
poden afectar de manera més o menys significativa a la dinàmica de l’helicòpter. 
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En aquest apartat es pretén fer un anàlisi de les conseqüències que això pot 
portar. 
Com s’ha vist, per la detecció de la posició i actitud de l’helicòpter, s’han instal·lat 
LED en unes posicions determinades de l’helicòpter. Com bé s’ha fet, aquests 
LEDs han estat situats en un pla vertical que conté l’eix longitudinal de 
l’helicòpter. La principal conseqüència que això suposa és que s’han afegit 
masses puntuals en els punts 1,2 i 3; però que per estar contingudes en el pla 
esmentat, només podrien afectar a l’estabilitat longitudinal. És important que els 
tres punts siguin col·locats de manera que l’helicòpter manté el centre de 
gravetat en el mateix punt, d’altra manera el punt d’equilibri estàtic podria 
comportar angles de pitch i roll no nuls, cosa que implicaria un rotor amb 
inclinació no nul·la, per aconseguir l’equilibri, que fins i tot podria no haver-n’hi. 
Altres efectes que poden introduir aquestes modificacions són: increment en les 
forces de fregament, rotacions no desitjades induïdes pel moment que causen 
les noves forces de fregament, comportament diferent a l’esperat degut a 
l’augment d’inèrcia, etc. 
Cal recordar que el model es farà d’un helicòpter coaxial equilibrat, és a dir, 
suposant que les empentes dels rotors estan alineades amb el centre de massa 
de l’helicòpter, i que la configuració és l’estàndard; així que les conclusions a les 
que s’ha arribat poden tenir-se en compte en una hipotètica posada en pràctica 
d’un helicòpter real, però que no es tindran en compte en l’estudi que segueix. 
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Capítol 3. Model dina mic 
 
Un model dinàmic apropiat és indispensable tant per a la simulació com per al 
disseny d’un bon controlador automàtic. Existeixen diversos models d’helicòpters 
[3] [14] [15] [16] [4] – coaxials o no – però és important definir-ne un que segueixi 
amb exactitud les especificacions de l’helicòpter detallades en l’apartat 2.2.1, per 
a tenir un coneixement precís de la física que regeix el sistema. 
D’aquí en endavant, la nomenclatura utilitzada en el treball per a referir elements 
matemàtics, és la següent: 
A, a: Escalar 
A, a: Vector 
 ̿,  ̿: Matriu 
 
3.1. Sistemes de referència 
 
El primer pas abans de començar a treballar amb el model, és escollir un bon 
sistema de referència. En aquest cas es faran servir dos sistemes de referència 
diferents, els dos habituals en el camp de l’aeronàutica, i representats 
esquemàticament en la Figura 8.  
 




Figura 8. Eixos de referència [16] 
 
En primer lloc un sistema de referència fixe anomenat Inercial que s’identificaran 
amb la J. Aquests eixos tenen l’origen en un punt arbitrari O, apunten en direcció 
al pol nord (N) el primer, en direcció est (E) el segon, i per tant el tercer en 
direcció down (D) cap al centre de la terra completant el triedre a dretes. 
Tècnicament no és un sistema inercial ja que està lligat a la Terra i per tant té la 
rotació d’aquesta, però un estudi d’ordres de magnitud en acceleracions (ex: 
Coriolis, centrípeta...) revelaria que per a l’aplicació en qüestió, és a dir, vol 
interior de distàncies curtes, es pot considerar inercial [3]. 
El segon sistema de referència és un sistema de referència mòbil lligat a 
l’helicòpter, amb el seu eix x apuntant en la direcció longitudinal de l’helicòpter 
(contingut en el pla de simetria i perpendicular als rotors), l’eix z en la direcció de 
l’eix de rotació dels rotors i apuntant cap avall, i finalment l’eix y cap a un lateral 
de forma a crear un triedre a dretes. Aquests eixos s’anomenaran eixos Body i 
es representaran amb la B. 
L’elecció d’aquests dos eixos és deguda a la simplicitat de càlculs que suposa fer 
servir una base mòbil lligada a l’helicòpter, de manera que per exemple, i com es 
veurà en el model del Capítol 3, la majoria de forces i moments es podran 
expressar fàcilment en eixos Body (l’única força que es manté constant en eixos 
inercials és la força de gravetat que caldrà transformar), però sobretot el que 
més facilita els càlculs és tenir la matriu d’inèrcia expressada en eixos Body, ja 
S.Ref. Inercial J 
S.Ref. “Body” B 
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que intervé en el sistema d’equacions de manera directa i com a matriu inversa, i 
es manté constant en aquests eixos. 
Convindrà doncs, tenir la matriu de transformació    ̿̿ ̿̿ ̿5 que relacioni els dos 
sistemes de referència diferents. És important remarcar que el sistema de 
referència Body només es farà servir per derivades (forces, velocitats) i a l’hora 
d’integrar aquestes magnituds, per calcular la trajectòria, ja s’haurà fet la 
transformació en eixos inercials; d’aquesta manera es pot calcular fàcilment la 
matriu de transformació considerant que els eixos mòbils comparteixen origen 
amb els fixos però es mouen amb una velocitat angular ω (velocitat angular de 
l’helicòpter); en altres paraules, no tenir en compte la translació dels eixos. 
Així doncs, el càlcul de la matriu de transformació, seguint el mètode d’angles 
d’Euler en seqüència 3-2-1, això és primer moviment de yaw, posteriorment de 
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)  (6.c) 
En un moment determinat interessarà expressar les tres rotacions angulars  ̇,  ̇, 
i  ̇ (velocitat angular de l’helicòpter respecte el terra en eixos inercials) per tal 
d’integrar-les i conèixer els angles d’orientació, a partir de la mateixa velocitat 
                                               
5
 Els subíndexs B i J òbviament faran referència als eixos Body i Inercials 
respectivament. En alguns casos de vectors, quan de manera intrínseca estiguin 
associats a Body o Inercials; o bé per definició només s’utilitzaran en un determinat 









Figura 9. Esquema de les tres rotacions 
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angular de l’helicòpter en eixos Body ja que seran els eixos amb que es treballin 
les equacions del moviment. Com que aquestes tres rotacions no són pròpies 
dels eixos inercials ni els Body, sinó d’una combinació d’eixos segons la 
seqüència de la Figura 9 per tal de transformar-les en eixos inercials caldrà una 
matriu de rotació especial    ̿̿ ̿̿ ̿ expressada en les equacions (7). El càlcul de la 
matriu    ̿̿ ̿̿ ̿ no és tant immediat com el de la matriu    ̿̿ ̿̿ ̿ però se’n pot trobar una 
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)  (7.2) 
 
3.2. Dinàmica del sòlid rígid 
 
En aquest apartat es determinaran les equacions dinàmiques que respecte el 
centre de gravetat de l’helicòpter, determinaran el moviment d’aquest. Pels 
motius exposats en l’apartat anterior, es plantegen les equacions de la mecànica 
Newtoniana pel sòlid rígid, expressades en eixos Body 
   
 
  












)]  (8) 
   
 
  












)  (9) 
on F es el sumatori de forces externes, m la massa total, v = (u,v,w)T la velocitat 
de l’helicòpter,   = (p,q,r)T la velocitat angular de l’helicòpter i  ̿ la matriu d’inèrcia 
de l’helicòpter; totes elles expressades en eixos Body. 
Les equacions anteriors (8) i (9) son una manera d’expressar les lleis de 
conservació del moment lineal i moment angular: la variació en el temps 
d’aquests moments és igual al sumatori de forces externes o moments externs 
segons el cas. Per tal que es compleixin les equacions de Newton s’haurien de 
fer el càlcul de les derivades en un sistema inercial, és per aquest motiu que en 
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la derivada temporal dels moments linear i angular s’ha utilitzat l’operador 
derivada en base mòbil6 [19]. 
Fins aquí, aquestes equacions son vàlides per a qualsevol objecte en moviment 
amb un sistema de coordenades mòbil amb l’objecte, de manera que el cas 
particular de l’helicòpter coaxial vindrà donat amb els paràmetres que 
s’introdueixin, i amb les diferents forces i moments que s’apliquin del model en 
qüestió.  
 
3.3. Forces i moments externs 
 
3.3.1. Forces 
La suma de forces de l’equació (8) es descompon en els següents elements, 
descrits a continuació: 
                       (8.1) 
 Empenta dels rotors – T 
Pel que fa al mòdul de l’empenta, recuperant les hipòtesis fetes a l’apartat 
2.1.1.2 sobre l’aerodinàmica del rotor, i partint de l’equació (4), es pot expressar 
l’empenta de cada rotor segons: 
         
        (10) 
De la BET se’n desprèn que l’empenta adimensional del rotor inferior serà més 
petita que la del superior. Això és degut a que el rotor superior indueix velocitat 
vertical al flux d’aire, que al ser vista des del rotor inferior (triangle de velocitats) 
el resultat és com si l’angle d’atac fos més petit. 
Com s’ha vist en l’apartat 2.2.1, la manera de direccionar l’empenta per obtenir 
control cíclic, és a través de la inclinació del rotor. Amb dos sistemes diferents 
per a up i dw (barra estabilitzadora, i plat cíclic, que s’estudiaran més endavant) 
s’aconsegueix inclinar el TPP (tip path plane, o pla de punta de pala), que és el 
pla que conté les trajectòries de punta de pala. D’aquesta manera es pot deduir 
que l’empenta anirà dirigida segons el vector perpendicular a aquest pla, i centrat 
a l’eix del rotor. Per tant, caldrà definir el vector    perpendicular al TPP, que 
                                               
6
 Operador derivada en base mòbil. Derivada temporal en la base fixa F d’un vector A 
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indicarà la direcció de l’empenta, i estarà en funció dels angles α i β, definits com 
a rotacions en direcció x i y respectivament. 
 
Figura 10. Direcció del vector   perpendicular al TPP [15] 
A partir de relacions trigonomètriques, el vector    queda expressat com: 
   
 
√           
   
[
           
          
           
] (11) 
Finalment, les dues empentes dels rotors queden expressades com: 
         (12) 
Convé recordar que s’ha modelat com una única força que actua sobre l’eix del 
rotor i que en la realitat la força total és la integració de la distribució de 
pressions fluctuant, al llarg de la pala en rotació. 
 Pes – W 
És la força externa que actua sobre l’helicòpter degut a la interacció entre la 
massa total de l’helicòpter i el camp gravitacional de la Terra. Òbviament es 
prendrà la forma simplificada de la gravetat a la superfície de la Terra fent servir 
la constant gravitacional           . Vista des del sistema inercial J, és 
l’única força que es manté constant en aquest sistema en direcció i mòdul, i té un 
valor de    [      ]
 , per tant, aplicant la transformació multiplicant per la 
matriu    ̿̿ ̿̿ ̿, queda de la forma: 
      ̿̿ ̿̿     [
   
    
    
]   (13) 
 
 Resistència aerodinàmica D 
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La resistència aerodinàmica és la força que actua sobre tot l’helicòpter per causa 
del fregament viscós de les superfícies de l’helicòpter amb l’aire. Es pot definir 
d’una manera similar a l’equació (2) de l’apartat 2.1.1.1 però amb una sèrie de 
modificacions, explicades a continuació: 
    
 
 
             
 
| |
  (14) 
L’equació anterior segueix el patró de dimensionalització de forces 
aerodinàmiques: fa servir la densitat de l’aire i un coeficient de fregament del 
fusellatge       degut al moviment de l’helicòpter en conjunt i obtingut de la 
literatura . També depèn directament del quadrat de la velocitat, en aquest cas 
de tot el conjunt i obtinguda a través del producte escalar del vector velocitat 
amb ell mateix. El següent producte és el vector director: el fregament 
aerodinàmic pren la direcció oposada a la velocitat, cosa que s’obté amb el signe 
negatiu del principi, i multiplicant pel vector velocitat dividit pel seu mòdul. 
Finalment la superfície de contacte es pot introduir com a una superfície 
característica ponderada de la superfície mullada de cada una de les direccions 
x, y i z. Aquest apartat difereix de la majoria de models [4] [20] [5] que fan servir 
com a vector director el quadrat de cada una de les components de velocitat 
(u,v,w) i corregint individualment cada una d’elles per un factor diferent, en 
comptes de fer-ho amb el quadrat del mòdul de velocitat. Segons l’equació (14) 
s’assegura que la resistència sigui dirigida en oposició a la velocitat. 
En aquest punt hi ha una simplificació important: novament es substitueix un 
conjunt de forces infinitesimals que actuen sobre totes les superfícies del cos 
amb l’aire, que poden causar moments. En canvi, es modela com una única 
força aplicada en el centre de gravetat, i amb un valor aproximat. Cal dir però, 
que aquesta força és petita comparada amb les altres i per tant no introdueix 
massa error.  
 Interferència estela-fuselatge 
Degut a la gran velocitat dels rotors, s’indueix una corrent d’aire a través d’ells 
que va en direcció aproximadament cap al fusellatge provocant una resistència 
addicional que no pot ser negligida. Aquesta interferència entre el fusellatge i 
l’estela induïda, es pot modelar de diverses maneres, però normalment es fa 
com a una quantitat fixa mesurada, que en aquest cas s’expressa com a una 
fracció (f) del pes total en direcció z dels eixos Body: 
         [          ]
  (15) 
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Normalment no és necessari, i menys per un rotor tant petit, però un estudi 
precís implicaria una funció de la velocitat angular del rotor en l’equació anterior. 
3.3.2. Moments 
La suma de moments de l’equació (9) es descompon en els següents elements, 
descrits a continuació: 
                                                           
(9.1) 
 Parells subministrats als rotors 
Són els parells subministrats pels motors a través d’una caixa de canvis cap a 
cada un dels dos rotors. Es pot recuperar l’equació (5) per a aïllar-ne el mòdul, i 
les mateixes hipòtesis que foren preses en la determinació de les empentes, són 
vàlides aquí: 
      
        (16) 
Com que són subministrats a l’eix dels rotors, els dos parells tindran direcció 
continguda en aquest eix, però el parell inferior anirà dirigit cap amunt (antihorari, 
vist des de dalt) i el parell superior anirà dirigit cap avall, segons la direcció z 
(horari, vist des de dalt); per tal de contrarestar-se entre ells. Així doncs, els 
vectors de parells tenint en compte la direcció, queden expressats com: 













 Parells reactius 
Són els parells que apareixen com a increment als parells subministrats per 
vèncer el fregament de l’aire, quan es vol accelerar o frenar el rotor, com a 
conseqüència de les lleis de la dinàmica, ja que s’aplica acceleració angular a 
uns elements amb una determinada inèrcia. Degut a això i a que el rotor superior 
està lligat a la barra estabilitzadora, que té molta inèrcia, aquest parell reactiu 
tindrà especial importància en el conjunt del rotor superior. El seu valor és: 













En aquest cas, a part de les acceleracions angulars  ̇, apareixen les variables 
       i       , que són les inèrcies del rotor inferior més plat cíclic, i el rotor 
superior més barra estabilitzadora, respectivament. 
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 Desalineament de l’empenta i el centre de gravetat 
És el principal mecanisme de l’helicòpter coaxial per a generar pitch i roll. 
L’empenta del rotor es desalinea amb el centre de gravetat al ser enfocada cap 
alguna altra direcció, per causa del plat cíclic o la barra estabilitzadora. 
D’aquesta manera s’indueix un moment que genera la rotació del cos de 
l’helicòpter. Es calcula com el producte vectorial de cada empenta pel vector 
distància entre el centre de gravetat de l’helicòpter i el centre del rotor on s’aplica 
l’empenta: 
             (19) 
El vector rc,i és de la forma [0, 0, -zi]
T. 
 Flapping 
Finalment, existeix un moment causat per l’efecte de “flapping” de les pales, és a 
dir, la deformació elàstica que sofreixen al no tractar-se d’un rotor perfectament 
rígid i estar sotmès a forces aerodinàmiques. Aquest efecte produeix moments 
que no poden ser negligits en l’estabilització dels rotors, i segons [4], es modelen 
linealment a partir dels angles d’inclinació dels rotors i una constant elàstica de 
proporcionalitat. 




 )  (20) 
 
3.4. Elements dinàmics 
 
Per a completar el model dinàmic es presentaran els tres elements dinàmics que 
regeixen el comportament dinàmic del sistema: plat cíclic pel rotor inferior, barra 
estabilitzadora pel rotor superior, i motors elèctrics que controlen la velocitat 
angular dels dos rotors. Per a cada un dels elements, el seu funcionament s’ha 
explicat en l’apartat 2.2.1. En tots els casos s’optarà per utilitzar sistemes de 
primer ordre que aproximin el comportament al real. 
3.4.1. Barra estabilitzadora 
És l’element dinàmic, que està connectat mecànicament al rotor superior i en 
controla la inclinació, actuant com un element integrador, ja que degut a la seva 
gran inèrcia i regit per la constant de temps     es s’atraçaran al moviment de 
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pitch i roll de l’helicòpter, portant-lo a la nova posició d’equilibri. Per tant, les 
equacions que descriuen el seu comportament es defineixen com a: 
 ̇    
       
   
  (21) 
  ̇   
       
   
  (22) 
            (23) 
            (24) 
En aquest cas, a les equacions (21) i (22) els angles η i ζ són els angles 
d’inclinació de la barra segons un pla horitzontal en el sistema de referència 
inercial, i que segons la missió de la barra estabilitzadora, les seves derivades 
són les velocitats angulars que tendeixen a portar el rotor cap a la posició de roll i 
de pitch de l’helicòpter respectivament (fet evident quan el valor de la derivada 
és nul). Per obtenir els angles relatius (α i β) segons el sistema de referència 
mòbil (rotacions en els eixos x i y respectivament), tan sols caldrà restar als 
anteriors els angles de pitch i roll de l’helicòpter, com es fa en les equacions (23) 
i (24). Ara bé, a efectes de trobar l’empenta generada pel rotor, caldrà trobar la 
inclinació d’aquest i no de la barra. Com que la unió entre els dos elements és 
mecànica i proporcional, caldrà multiplicar els angles per un factor d’escala o 
‘linkage factor’  lup. Un altre aspecte a tenir en compte és que els angles α i β de 
la barra no és corresponen directament amb els angles α i β del rotor, sinó que 
cal projectar-los segons l’angle     que forma la barra amb les pales del rotor, 
segons les equacions (25) i (26). Finalment, tal i com expressa l’equació (27) i 
d’acord amb el que explica [9] al capítol 5, degut als efectes giroscòpics presents 
especialment en els helicòpters, i el desfasament de fase amb una clara 
dependència a la velocitat angular del rotor, el desfasament      aplicat 
s’aproxima com una funció lineal (proporcional a     )  amb la velocitat angular 
del rotor amb un offset     , ambdós factors constants. 
       (       (    )         (    ))  (25) 
       (       (    )         (    ))  (26) 
                   (27) 
3.4.2. Plat cíclic 
El plat cíclic, és el responsable dels moviments angulars (pitch i roll) i per tant del 
moviment en horitzontal de l’helicòpter. En aquest cas, s’optarà per crear un 
model de primer ordre on tota la dinàmica del sistema estarà afectada per una 
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constant de temps    . A diferència del rotor superior, el rotor inferior està 
controlat pels servo-actuadors i aquest cop el factor d’escala ldw servirà per 
convertir una tensió normalitzada dels servos en un angle físicament possible per 
inclinar el rotor. Cal remarcar que els servos no actuen de manera coincident 
amb els eixos del rotor sinó que cada un afecta als dos angles a la vegada ja 
que estan situats amb un angle     amb els eixos x i y i s’hauran de projectar. 
En aquest cas també es tindran en compte els efectes giroscòpics amb un 
increment      de la mateixa forma que al rotor superior. 
 ̇   
 
   
[   (         (    )           (    ))           
     ( )  
    
     ( )      
     ( )] (28) 
 ̇   
 
   
[   (          (    )           (    ))          
     ( )  
     
     ( )       
     ( )] (29) 
                   (30) 
De les equacions (28) i (29) s’han remarcat uns termes proposats per [5] per tal 
d’introduir efectes aerodinàmics en el rotor deguts a la interferència entre les 
velocitats longitudinal (u) lateral (v) i les dues velocitats angulars (p i q) i els 
angles d’inclinació del rotor. 
Un altre efecte descrit per [5] que convé corregir és l’acoblament entre la 
dinàmica lateral i longitudinal causant trajectòries distorsionades si no s’ajusta 
correctament la fase del rotor inferior. Aquest efecte és observable en el Capítol 
5 on el model es passa a espai d’estats i es linealitza, i es veu quines variables 
d’estat tenen influència en la variació de les altres. Per tant, es proposen les 
següents expressions no lineals (obtingudes a través de (28) i (29)) per a corregir 
aquest efecte: 
 ̂      
 
   (    )
(                (    )  
    
     ( )
   
)  (31) 
 ̂      
 
   (    )
(                (    )  
     
     ( )
   
)  (32) 
S’utilitza com a nomenclatura, la tensió amb accent per referir-se a la tensió 
després de la correcció. Fora d’aquest àmbit, s’emprarà per la resta de casos la 
tensió expressada sense accentuar. 
3.4.3. Motors elèctrics 
Els dos motors independents controlen les velocitats de rotació dels dos rotors. 
Aquestes velocitats no es poden controlar directament sinó que s’afegirà el 
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sistema dels motors dins el model dinàmic per a controlar-les a través de les 
dues tensions aplicades als motors a través de la bateria. Les equacions 




            (33) 
    
  
  
             (34) 
Les variables anteriors són inductància magnètica L, intensitat de corrent I, 
resistència elèctrica   , constant elèctrica   , tensió d’entrada U, inèrcia del 
motor     , velocitat angular de l’eix  , constant magnètica   , coeficient de 
fregament    i parell extern  . Com que la inductància i la variació de la corrent 
són petites, el terme  
  
  
 es pot negligir deixant lloc a un sistema de primer ordre 
simplificat: 
     ̇  
         
  
       (35) 
Aplicat al cas de l’helicòpter, el parell exterior a vèncer és el parell Q de l’equació 
(16) un cop reduït per la caixa reductora, les equacions de la qual són: 
          (36) 
  
 
          
 
    
    
          
 (37) 
Els paràmetres introduïts són la relació de transmissió       i el rendiment de la 
caixa reductora      . Introduint les equacions (36) i (37) en (35), s’obté: 
       ̇  
                        
       
      
    
    
     
      
  (38) 
On s’ha introduït la tensió nominal de la bateria, i el moment d’inèrcia de tot el 
conjunt de l’eix en rotació.  
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3.5. Resum del model dinàmic 
Un quadre-resum amb totes les equacions que conformen el model dinàmic no 
lineal pot ser trobat en l’annex B. 
3.5.1. Variables d’estat 
Amb totes les equacions descrites en els apartats 3.2 i 3.3 queda completament 
definit el model dinàmic no lineal. Amb totes elles, se’n pot obtenir el vector 
d’estat x amb un total de 18 estats i quatre entrades u. 
  [                                               ]
 
 (39) 
  [                           ]
 
  (40) 
De les quatre diferents entrades, els motors poden prendre tensions entre 0 i 1 V 
mentre que els servos poden prendre tensions entre -1 i 1 V. 
 
3.5.2. Esquema en llaç obert 
 
 
Figura 11. Esquema en llaç obert 
Un esquema més complet del model en llaç obert es pot trobar en el següent 


























αup    βup 
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Capítol 4. Modelat i simulacio  
 
En el capítol següent, s’ha utilitzat el programari següent: 
 ‘MATLAB® R2011a’ per l’elaboració del codi 
 Mòdul ‘Simulink®’ versió 7.0 inclòs en ‘MATLAB® R2011a’ per 
l’elaboració dels models dinàmics. 
 Mòdul ‘Simulink®’ versió 8.0 inclòs en ‘MATLAB® R2012b’ per 
l’elaboració dels models dinàmics i simulacions. 
A partir de totes les equacions, variables i paràmetres de l’apartat anterior, en 
aquest tema es procedirà a dissenyar un model no lineal en Simulink® de 
l’helicòpter coaxial, i a fer les pertinents simulacions per tal de comprovar que el 
comportament d’aquest és d’acord amb el que s’espera a partir de les entrades 
aplicades. 
 
4.1. Implementació del model dinàmic en Simulink® 
 
4.1.1. Fitxers 
A continuació es detallaran alguns dels elements continguts en la carpeta arrel 
del model en Simulink, relacionats amb el model no lineal: 
 “coaxial.mdl”: és el fitxer de MATLAB que conté el model elaborat en 
Simulink. És el fitxer principal del model i el que s’ha d’executar per a fer 
les simulacions. 
 “variables.m”: és un fitxer de tipus script de MATLAB que conté tots els 
paràmetres emmagatzemats que s’utilitzaran en el model juntament amb 
les definicions, i unitats a manera de comentari. El fitxer “coaxial.mdl” 
executa aquest script automàticament a través d’un “callback”7 del model 
de tipus “Pre Load Function”, és a dir que s’executa abans de carregar el 
model. 
 Carpeta “funcions”: és una carpeta que conté fitxers .m de MATLAB que 
són funcions (cada una retorna una o més sortides a partir de les 
entrades que li entren). Aquesta carpeta s’afegeix al directori de treball 
                                               
7
 Els ‘callbacks’ o crides són funcions que de manera automàtica s’executen en un 
moment determinat segons de quin tipus es tracti. 
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del model a través d’un “callback” de tipus “Initialization Function” que 
s’executa a l’inici de la simulació. L’ordre que ho aconsegueix és: 
addpath('funcions'). 
Cada una de les funcions, com s’explica més endavant, serà cridada pel 
bloc de MATLAB “interpreted MATLAB function”. 
 Carpeta “models anteriors”: amb diferents versions anteriors o 
alternatives del model en format .mdl que han estat utilitzades durant el 
desenvolupament del model. 
Les diferents versions, ordenades cronològicament i amb el nom com la 
seva característica principal, poden ser d’interès per entendre la 
construcció del model final. Per exemple, hi ha el primer model on tots els 
blocs estan al mateix nivell, hi ha el model previ a les funcions de 




El model implementat en Simulink està basat en l’esquema presentat a la Figura 
11.  A continuació, a la Figura 12, hi ha representat tot el model no lineal en un 
diagrama de Simulink: 





Figura 12. Model dinàmic no lineal en Simulink® 
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Com és normal en Simulink, el model funciona a través de diferents blocs que en 
aquest cas representen cada un dels elements participants. Entre cada bloc hi 
apareixen connectades unes fletxes on s’hi troben contingudes les variables, de 
vegades soles, o de vegades agrupades en forma de vectors. Segons el criteri 
de colors utilitzat en aquest model, els blocs blancs poden representar coses 
diferents depenent de la forma i el text que continguin: seran paràmetres si són 
rectangulars amb el nom del paràmetre en l’interior, o bé operacions 
matemàtiques com sumes (cercle), guanys (triangulars), productes, etc. o bé 
funcions de MATLAB aplicades a la senyal que hi entra. Els blocs grisos 
representen subsistemes, que bé poden ser subsistemes del model (i per tant de 
l’helicòpter), o bé simplement subsistemes més específics que s’han creat com a 
agrupació d’una sèrie d’operacions per tal de presentar-ho de manera més 
aclaridora. Els blocs acabats o començats en punta i de colors representen 
enrutament de senyal, és a dir que es transporta una o més variables des del 
punt on van a parar fins el punt on es generen, per a simplificar el diagrama. 
Finalment, en blau apareixen els elements que permeten obtenir una 
representació gràfica de les variables en qüestió. 
A continuació es detallarà cada un dels subsistemes principals del model. En el 
cas de subsistemes que continguin funcions de MATLAB interpretades, el codi 
font d’aquestes es mostra en l’annex D. 
 Bloc de control 
El bloc inicial és un cas particular, un generador de funcions que crea les senyals 
de control de manera senzilla, tal com es mostra en la Figura 13. Admet funcions 
de tipus constant, graó i rampa. 
 
Figura 13. Bloc de control 
Estudi de l’helicòpter coaxial UAV i disseny del controlador  Gerard Graugés i Agustí – ETSEIAT 
33 
  
El bloc de control permet crear funcions senzilles com a variables d’entrada, com 
en l’exemple de la figura, que s’aplica un graó de 0,6 V i una duració de mig 
segon al servo-actuador 1. Cal dir que pel cas de les tensions dels motors, 
aquestes es regulen com a increments respecte les tensions per al cas de ‘hover’ 
(calculada en l’annex C) ja que just a la sortida d’aquestes tensions es suma com 
a constant a cada una la tensió necessària per a mantenir l’helicòpter estàtic. 
 Motors (UP i DW) 
 
Figura 14. Subsistema dels motors. Exemple DW 
En la Figura 14 apareix representada l’equació (38) del sistema de primer ordre 
del motor. És un esquema idèntic per als dos motors, només que amb l’entrada 
de tensió corresponent a cada motor i els guanys aplicats amb paràmetres de 
cada motor. Com a dada important, en aquest subsistema s’enruta la variable 
acceleració angular del rotor (derivada de la velocitat angular del rotor) abans de 
fer la integració (1/s), que serà necessària més endavant en els parells reactius. 
La velocitat angular del rotor realimenta el subsistema. 
 Mòdul corrector de les tensions dels servo-actuadors 
 
Figura 15. Subsistema corrector dels servo-actuadors 
El primer tractament que reben les senyals dels servo-actuadors és passar per 
un sistema encarregat de corregir cada una de les tensions per a eliminar l’efecte 
d’acoblament causat per velocitats longitudinals i laterals de l’helicòpter, així com 
de ‘damping’ del rotor [9] [5]. La funció de MATLAB utilitzada és 
“corregir_servos.m” amb entrades velocitat angular del rotor inferior, tensió del 
servo 1, tensió del servo 2, i vector velocitat (u,v,w); i sortides, les dues tensions 
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corregides dels servo-actuadors. Les equacions que conté la funció son la (31) i 
(32). 
 Plat cíclic 
 
Figura 16. Subsistema del plat cíclic 
Les tensions aplicades als servo-actuadors fan que aquests es moguin de 
manera a orientar el rotor inferior de l’helicòpter. En aquest cas, s’utilitza la funció 
de MATLAB “plat_ciclic.m”. Les entrades de la funció són la velocitat angular del 
rotor, les dues tensions dels servos, els angles α i β del rotor inferior 
(realimentats), dues velocitats angulars de l’helicòpter (p,q) i dues velocitats 
lineals (u,v). Les sortides de la funció són les derivades dels angles α i β que un 
cop integrades són les sortides del subsistema. Les equacions que conté la 
funció són les (28), (29) i (30). 
 Barra estabilitzadora 
 
Figura 17. Subsistema de la barra estabilitzadora 
Aquest subsistema actua com el model dinàmic del sistema rotor superior + 
barra estabilitzadora. Utilitza la funció de MATLAB “barra_estabilitzadora.m”. Les 
entrades de la funció són els angles de roll i pitch, els angles η i ζ de la barra 
realimentats, i la velocitat angular del rotor superior. Les sortides de la funció són 
els angles d’inclinació α i β del rotor superior, que també seran les sortides del 
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subsistema, i la derivada dels angles η i ζ que són integrats i realimentats a la 
funció. Les equacions que conté la funció són la (21), (22), (23), (24), (25), (26) i 
(27). 
 Rotors (UP i DW) 
 
Figura 18. Subsistema del rotors. Exemple UP 
És el subsistema que s’encarrega de crear els vectors empenta i parell de cada 
un dels rotors, a través de les entrades angles d’inclinació del rotor i velocitat 
angular del rotor. Apareix en gris un altre subsistema que conté la funció 
“crea_N.m” que construeix el vector director de l’empenta en funció dels dos 
angles segons l’equació (11). En la figura, i en forma de guanys i operació 
quadrat, són utilitzades les equacions (10) i (16) per al mòdul de l’empenta i el 
parell respectivament. Mòduls i vectors es relacionen segons (12) i (17). 
 Dinàmica del Sòlid Rígid 
En aquest subsistema tenen lloc les equacions que determinen el moviment de 
l’helicòpter com a sòlid en l’espai (Figura 19).  
En el primer bloc de sumes es sumen les forces: empentes dels dos rotors, 
resistència aerodinàmica calculada mitjançant un subsistema a partir del vector 
velocitat – eq. (14)–, pes en eixos body en funció dels angles de l’helicòpter 
mitjançant la funció “Wbody.m” –eq. (13) – i resistència d’estela constant – eq. 
(15) –. En el bloc inferior té lloc la suma de parells dels rotors, parells reactius 
calculats a través de subsistemes segons la equació (18), desalineament de 
l’empenta calculat com producte vectorial – eq. (19) – i moments de ‘flapping’ 
calculats en un subsistema segons l’equació (20) a partir dels angles α i β de 
cada rotor. 




Figura 19. Mòdul de Moviment de Sòlid Rígid 
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Les equacions del moviment són aplicades a través d’una funció de MATLAB 
interpretada, el fitxer “equacions_moviment.m”, les entrades de la qual són la 
suma de forces externes i moments externs, i les velocitats lineals i angulars del 
cos (realimentades); mentre que les sortides són les acceleracions lineals i 
angulars del cos, que sortiran del subsistema com a velocitats de l’helicòpter 
després d’integrar-les.  




Figura 20. Mòdul de transformació 
Aquest darrer subsistema s’encarrega de transformar en primer lloc les variables 
del sistema de referència Body a l’Inercial a través de la funció de MATLAB 
“transforma.m” que amb entrades les sis components de velocitat lineal i angular, 
i els tres angles d’orientació realimentats, dóna per sortides les velocitats lineals i 
angulars en el sistema de referència Inercial, per a ser integrades posteriorment i 
obtenir la posició i orientació absoluta. 
La funció de MATLAB s’encarrega de crear primer les matrius de transformació 
de Body a Inercial, de vectors a través de l’equació (6.c) transposada8; i de 
rotacions a través de l’equació (7.b). Per a fer-ho, utilitza dues altres funcions de 
MATLAB: “crea_Abj.m” i “crea_Rjb.m” respectivament, en funció dels angles de 
l’helicòpter. 
  
                                               
8
 La matriu expressada a (6.c) és per a passar d’eixos Inercials cap a Body. Per a fer la 
transformació inversa cal invertir la matriu, però de l’àlgebra es coneix que si la base és 
ortonormal (tres vectors unitaris i ortogonals entre ells), la inversa de la matriu és igual a 
la matriu transposada. 
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4.2. Resultats de la simulació 
 
A continuació es mostraran els resultats obtinguts per a diferents tipus de 
simulacions fetes amb el model no lineal. Els resultats són expressats en forma 
de gràfics.  
S’han fet dos tipus de simulacions segons el tipus d’entrada que s’ajusta: de 
motor o de servo. En els dos casos es parteix de l’equilibri en ‘hover’ i s’aplica 
una petita variació en una de les variables, per tal de poder observar la resposta 
del sistema i determinar si el comportament del model s’adequa a la realitat. 
Com s’ha comentat, només es detallaran dues simulacions diferents. Tot i així, 
s’han fet nombroses simulacions similars per comprovar la veracitat del model, 
que no s’han inclòs en aquest informe. Per exemple, les simulacions amb 
increments negatius s’han obviat en l’informe per tenir resultats similars als 
positius però amb les variables de sortida disminuint o canviant el sentit, segons 
correspongui. Un altre tipus de simulacions que s’han obviat són les que per 
semblança en el tipus d’entrada, s’obtenen resultats anàlegs: només es 
mostraran simulacions amb variacions en un dels dos motors ja que els resultats 
són els mateixos amb la diferència del sentit de moviment de yaw segons el 
motor que es toqui; i variacions en el servo-actuador 1, ja que el moviment en el 
pla horitzontal té el mateix tipus de sortida sigui lateral o longitudinal. 
Finalment, convé destacar que s’han fet simulacions amb diverses entrades a la 
vegada en totes les variables. Aquestes simulacions no són de major interès ja 
que com s’ha fet en les altres simulacions, el que facilita la verificació del model 
és separar les variables per veure quin efecte té en l’helicòpter cada una d’elles 
per separat. En conjunt, tindran el mateix efecte però combinat, i en serà més 
difícil extreure’n conclusions dels resultats a la vegada. 
4.2.1. Entrada motor 
 Entrada 
En el primer cas a estudiar, s’aplica un increment de tensió al motor superior 
respecte la tensió de ‘hover’ en forma d’un graó de 0.2 V i una duració de 1 
segon.  




Figura 21. Variables d'entrada en la primera simulació 
 Velocitats 
 
Figura 22. Velocitats lineals en la primera simulació 
Variables: u(vermell9), v(verd) w(blau). Eixos: horitzontal (s), vertical (m/s). 
Les dues velocitats en el pla horitzontal de l’helicòpter es mantenen nul·les 
mentre que la velocitat vertical decreix del segon 3 al 4 que actua l’increment del 
motor, i es va equilibrant per l’acció del fregament de l’aire posteriorment. Passat 
un temps molt més gran que la simulació, la velocitat torna a valdre zero. 
Representa una velocitat ascensional. 
                                               
9
 La variable vermella és la primera en ser representada. En molts casos, quan es 
mantingui al valor zero i hi hagi una altra variable representada al mateix gràfic que 
també valgui zero, no apareixerà representada ja que la segona variable es sobreposa al 
gràfic a la primera. 




Figura 23. Velocitats angulars en la primera simulació 
Variables: p(vermell), q(verd) r(blau). Eixos: horitzontal (s), vertical (rad/s). 
Les dues velocitats rotacionals corresponents als eixos longitudinal i lateral de 
l’helicòpter es mantenen nul·les mentre que a partir del segon 3 i fins el 4 que el 
motor superior rep una tensió més alta, la velocitat de rotació en l’eix vertical 
augmenta degut a la descompensació de parells. Posteriorment, el sistema tarda 
poc en tornar a equilibrar-se, però en aquest cas la velocitat angular no torna a 
zero sinó que es manté constant. Això és degut a que a diferència del cas 
anterior, el model no té en compte cap fregament aerodinàmic angular que freni 
la rotació de l’helicòpter. En qualsevol cas, la manera de tornar l’helicòpter 
ràpidament a l’equilibri (velocitats nul·les) de manera ràpida i eficaç, serà feta a 
través del controlador proporcionant les forces compensatòries corresponents. 
 Posicions 
 
Figura 24. Posicions inercials en la primera simulació 
Variables: N(vermell), E(verd) D(blau). Eixos: horitzontal (s), vertical (m). 
Aquest gràfic mostra la variació de les coordenades inercials en l’espai de 
l’helicòpter. Reflecteix el moviment que indiquen les velocitats de la Figura 22, ja 
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que és una integració de les variables en qüestió. Les posicions horitzontals 
(nord, est) es mantenen nul·les mentre que la coordenada Down decreix 
representant l’ascens de l’helicòpter. Allargant el temps de simulació, s’observa 
que la funció no és una recta sinó que és una paràbola que decreix cada cop 
menys, pel mateix efecte ja esmentat del fregament aerodinàmic (única força que 
compensa un cop totes les entrades tornen a ser les de hover). 
 Angles 
 
Figura 25. Angles d’orientació en la primera simulació 
Variables: φ (vermell), θ (verd) ψ(blau). Eixos: horitzontal (s), vertical (rad). 
El mateix que passava amb les velocitats i posicions lineals succeeix ara amb les 
velocitats angulars i els angles d’orientació de l’helicòpter. Resultat de la 
integració, la variable Yaw és l’única que augmenta, es manté l’helicòpter rotant 
sobre el seu eix vertical. La diferència ara, és que l’augment de l’angle no cessa. 
 Orientació dels rotors 
No s’adjunta cap representació gràfica ja que per l’entrada aplicada tots els 
angles d’orientació α i β dels dos rotors es mantenen a zero. 
 Velocitat dels rotors 
 
Figura 26. Velocitats dels rotors en la primera simulació 
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Variables: Ωup (vermell), Ωdw (verd). Eixos: horitzontal (s), vertical (rad/s). 
Els dos rotors es mantenen en la rotació que manté l’helicòpter en hover fins que 
s’aplica la tensió addicional al rotor superior, que es veu augmentat durant el 
segon 3-4 que actua l’increment. Després d’això, torna a la velocitat angular 
d’equilibri.  
Per comprovar que la resposta del motor és correcta, s’ha fet una simulació extra 
on l’increment de tensió és de 0,1 V i actua durant 4 segons, com s’observa a la 
Figura 27. 
 
Figura 27. Resposta dels motors 
En aquest darrer gràfic sí que s’observa que si es dona prou temps al motor 
aquest s’estabilitza a una nova velocitat de rotació. 
4.2.2. Entrada servo-actuador 
 Entrada 
Per al segon tipus de simulació, l’entrada aplicada és un increment en la tensió 
del servo-actuador 1 en forma de graó de 0,1 V i duració d’un segon. 
 
Figura 28. Variables d’entrada en la segona simulació 




Variables: u(vermell), v(verd) w(blau). Eixos: horitzontal (s), vertical (m/s).  
 
Figura 29. Velocitats lineals en la segona simulació 
A partir d’aquest punt es mostraran dos gràfics diferents corresponents a 
simulacions de 10 i 80 segons. Això és degut a que el comportament no lineal 
del model és estable però molt oscil·lant i no es torna a l’equilibri després de la 
pertorbació fins passat un temps. Aquestes oscil·lacions podrien ser reduïdes a 
partir d’una identificació de paràmetres com es comentarà més endavant. 
Dels gràfics de la Figura 29 s’observa que aplicant una tensió al servo-actuador 
1, s’aconsegueix induir una velocitat lateral (v) a l’helicòpter, que un cop deixa 
d’actuar la tensió, torna a l’equilibri, encara que ho fa d’una manera lenta i 
oscil·lant, degut als elements estabilitzadors de l’helicòpter. S’observa també que 
les altres dues velocitats no romanen inalterades, sinó que es veuen afectades 
lleugerament. La velocitat transversal (u) té molt petites variacions (en torn del 
zero, en comparació amb els 0,7 m/s a que arriba l’altra component) que 
oscil·len a llarg termini fins estabilitzar-se; fet degut a l’acoblament existent entre 
el pitch i roll ja explicat en apartats anteriors. Per últim, la velocitat vertical es veu 
alterada inicialment, i ràpidament s’estabilitza encara que no s’anul·la, cosa que 
es deu a que inclinant el rotor per direccionar l’helicòpter la força gravitatòria 
deixa de ser compensada i s’indueix una acceleració vertical, que un cop torna a 
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haver-hi equilibri de forces, deixa d’actuar però deixa l’helicòpter a una velocitat 
constant. Aquest fenomen juntament amb els fenòmens similars que s’han 
experimentat en la simulació 1, hauran de ser corregits automàticament amb el 
control en llaç tancat. 
 
Figura 30. Velocitats angulars en la segona simulació 
Variables: p(vermell), q(verd) r(blau). Eixos: horitzontal (s), vertical (rad/s). 
En aquest gràfic es veu clarament l’acoblament que té el model entre les 
velocitats de pitch i roll expressades en eixos Body. La principal velocitat que es 
veu alterada és la que correspon a l’eix x, i que origina el moviment lateral que 
s’observa amb la velocitat lineal (v). La velocitat (r) en l’eix vertical, que 
equivaldria indirectament al Yaw, es veu inalterada, com és d’esperar. A 
diferència del gràfic anterior, les oscil·lacions que s’observen en aquest, són de 
major amplitud, encara que s’estabilitzen molt més ràpidament, en els 10 primers 
segons. 
  





Figura 31. Posicions inercials en la segona simulació 
Variables: N(vermell), E(verd) D(blau). Eixos: horitzontal (s), vertical (m). 
De les anteriors Figura 29 i Figura 30 se’n desprenen aquests darrers gràfics, on 
s’observa que les velocitats laterals es tradueixen en una translació en direcció 
est que s’acaba estabilitzant al voltant d’un metre (normal si el servo-actuador ha 
actuat un segon a poca tensió), i petites desviacions (uns 20 cm de màxim) en la 
posició nord. Les oscil·lacions en velocitats també es tradueixen a oscil·lacions 
en posicions. Per últim, l’altitud decreix (la coordenada Down augmenta) per 
causa de la velocitat vertical que s’ha explicat anteriorment.  
  





Figura 32. Angles d'orientació en la segona simulació 
Variables: φ (vermell), θ (verd) ψ(blau). Eixos: horitzontal (s), vertical (rad). 
En aquesta figura apareix l’origen de les velocitats lineals i angulars que explica 
els darrers gràfics en aquesta segona simulació. És l’angle de roll expressat en 
vermell, una rotació sobre l’eix longitudinal de l’helicòpter que dóna lloc a la 
translació lateral. Com s’observa, un cop deixa d’actuar el servo-actuador, el cos 
governat pel conjunt rotor superior i barra estabilitzadora, torna lentament, i de 
manera oscil·lant a l’equilibri. L’angle de pitch que s’ha vist alterat lleugerament 
per l’acoblament, oscil·la molt poc i ràpidament torna a ser nul, mentre que 
l’angle de Yaw és pràcticament independent. 
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 Orientació dels rotors 
 
Figura 33. Angles d'orientació del rotor DW en la segona simulació 
Variables: αdw (vermell), βdw (verd). Eixos: horitzontal (s), vertical (rad). 
Si en el cas anterior, l’angle de roll de l’helicòpter explicava tots els moviments 
del cos com a sòlid rígid, el gràfic de la Figura 33 explica els angles d’orientació 
del rotor relatius a l’helicòpter que indueixen les acceleracions lineals i angulars 
al cos. Com és d’esperar al rotor inferior, i tal com està definit, l’únic angle que es 
veu afectat quan s’acciona el servo-actuador 1 és l’angle α, que correspon a l’eix 
x i per tant a una inclinació lateral del rotor inferior. A partir del segon 4, deixa 
d’actuar el servo i l’angle tendeix a recuperar-se fins la posició d’equilibri, en un 
procés on entren les correccions explicades on intervenen les velocitats del cos. 
 




Figura 34. Angles d'orientació del rotor UP en la segona simulació 
Variables: αup (vermell), βup (verd). Eixos: horitzontal (s), vertical (rad). 
Pel cas del rotor superior, aquest gràfic demostra que es compleix el 
comportament del sistema rotor-barra estabilitzadora explicat en la definició, 
segons la Figura 5. Es pot observar que el moviment del rotor tendeix a 
contraposar-se al moviment del rotor inferior, complint la funció estabilitzadora 
que li ha estat assignada. En aquest cas hi ha més oscil·lacions ja que és un 
element dinàmic que actua de manera automàtica i no controlada. En direcció de 
l’eix y, l’angle β es veu modificat i oscil·la lleugerament, ja que el rotor està 
articulat pel seu centre i enllaçat mecànicament a la barra estabilitzadora (i no a 
un servo-actuador que governi tot el rotor a voluntat com en el cas inferior) que 
roda lliurement transmetent la inèrcia del cos al rotor; i ara sí, permetent efectes 
no desitjats com el giroscòpic. 
D’aquest gràfic especialment, i de l’anterior, se’n treu la interessant conclusió 
que les oscil·lacions a llarg termini (a partir dels 10 segons) no són originades 
directament per la dinàmica dels rotors, sinó per la dinàmica de tot el conjunt, 
que tarda més en estabilitzar-se. 
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 Velocitats dels rotors  
En aquesta simulació, les velocitats dels rotors no es veuen afectades per la 
variació de les tensions dels servo-actuadors, de manera que en els dos rotors, 




El model dinàmic no lineal presentat, ha intentat representar de manera fidel el 
comportament de l’helicòpter en conjunt, a través d’un sistema d’equacions 
comprès per les dinàmiques del sòlid rígid, conjunt de motors, i sistemes 
dinàmics. En molts casos s’han fet simplificacions: alguns efectes no han estat 
tinguts en compte per tenir una importància insignificant, d’altres han estat 
representats de manera lineal, i d’altres han estat introduïts com a 
aproximacions. 
Tal com ha estat definit el model, incloent simplificacions i correccions, s’ha 
pogut comprovar a través de les simulacions que el comportament és l’adequat 
per les entrades introduïdes, ja que la resposta del sistema és coherent 
físicament, tot i tenir una resposta relativament lenta i oscil·lant en llaç obert. 
Tot i definir correctament les equacions del moviment i dels elements dinàmics, 
l’estabilitat del model no lineal, i les oscil·lacions que presenta, estan 
determinades directament pels paràmetres escollits. El model es pot tornar 
fàcilment inestable degut a la complexitat del sistema si algun dels paràmetres 
no és adequat. Els tipus de paràmetres que regeixen la dinàmica tant del cos 
com dels elements dinàmics, poden ser de diversos tipus: geomètrics, elèctrics, 
aerodinàmics, mecànics, etc. i per tant la font d’errors pot ser diversa. Per 
exemple, una mesura incorrecta de la situació del centre de gravetat, i de les 
distàncies amb els rotors, dispara els resultats ja que l’orientació de l’empenta té 
una influència molt forta en la dinàmica global. Altres paràmetres que han estat o 
bé estimats o bé obtinguts de la literatura, i que poden distorsionar els resultats 
del model amb la realitat, poden ser coeficients d’elasticitat, dimensions i 
coeficients d’escala, constants electromecàniques dels motors i servo-actuadors, 
coeficients aerodinàmics, correccions introduïdes, etc. 
Com a possible solució a això, i obrint la porta a futures recerques, es presenta 
la possibilitat de fer un estudi d’identificació de paràmetres, per ajustar al màxim 
el model al comportament real. 
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Capítol 5. Linealitzacio  del model 
 
5.1. Necessitat d’un model dinàmic lineal 
 
El model no lineal presentat, ha demostrat descriure de forma prou encertada 
l’actuació de l’helicòpter modelat, com s’ha vist en les simulacions. Aquest model 
permet tenir un sistema d’equacions que expliquen el comportament de 
l’helicòpter en els diversos casos que es poden donar, que dependran sempre 
de l’estat en que es troba l’helicòpter, i les accions que s’apliquen sobre ell. Això 
és el vector d’estat, i el vector d’entrada, respectivament. 
L’objectiu últim d’aquest treball, serà dissenyar un controlador que permeti donar 
les entrades necessàries a partir de la realimentació del sistema i que mantingui 
l’helicòpter en l’estat desitjat o consigna, que per simplificació serà un punt 
d’equilibri. 
Existeixen diferents controladors no lineals per aeronaus d’ala rotativa com ara 
els quadrocòpters. En alguns casos, aquests controladors seran indispensables, 
sobretot si l’objectiu del control és obtenir accions complexes o bé l’autonomia 
completa de l’aparell. Per quedar fora de l’abast d’aquest treball, i acceptant la 
validesa que aporten els mètodes lineals, s’opta per escollir un controlador basat 
en el model dinàmic presentat en el Capítol 3, linealitzat en les línies següents. 
La qüestió és, disposant d’un model no lineal com el presentat, que descriu 
correctament el funcionament de l’helicòpter, quins són els motius que porten a 
linealitzar-lo i perdre precisió o informació. La resposta és contundent: l’esforç 
computacional que suposa un model no lineal és molt més elevat que pels 
controladors lineals; que a part, aquests últims ofereixen eines ben conegudes 
per a l’anàlisi i disseny de controladors més senzills i estructurats. Tenint en 
compte l’objectiu del controlador per l’helicòpter, que és mantenir-lo estable en el 
punt d’equilibri, aquests controladors lineals poden adaptar-se de manera 
satisfactòria. 
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5.2. Linealització d’equacions 
5.2.1. Procediment i punt d’operació 
El model descrit en el Capítol 3 està format per un total de 18 variables d’estat i 4 
variables d’entrada, que recuperant les equacions (39) i (40), són les següents: 
  [                                               ]
 
 (39) 
  [                           ]
 
  (40) 
El vector x conté totes les variables d’estat (        ) i el vector d’entrada u 
conté totes les variables d’entrada (        ). En les equacions del model 
dinàmic no lineal, es descriu quina és la variació de cada una de les variables 
d’estat en el temps, en funció d’elles mateixes i de les entrades, així doncs, són 
expressions de la forma: 
 ̇   ̇ (           ) (41) 
En general, les equacions anteriors no tenen perquè ser lineals. Així doncs, es 
treballarà amb aquest conjunt d’equacions linealitzades de la següent manera: 
  ̇  ∑
   
   
|
    
   
 
    ∑
   
   
|
    
   
 
     (42) 
Cada una de les variables d’estat tindrà una derivada que serà funció doncs, de 
les variables d’estat i variables d’entrada corresponents, de manera lineal, amb 
un guany que serà el pendent de la funció del model no lineal en un punt 
d’operació. Apareix aquí el concepte de que per linealitzar una funció, s’ha de fer 
al voltant d’un punt, al voltant del qual aquesta funció tindrà petites variacions 
que sempre que no sobrepassin una certa magnitud, l’aproximació serà bona. Es 
pot escollir qualsevol punt d’operació segons l’actuació de l’helicòpter en què es 
vulgui treballar, però el més raonable per simplicitat, i per ser el punt en que més 
normalment es trobi l’helicòpter, és definir aquest punt d’operació com el punt 
d’equilibri de l’helicòpter o hover. En aquest punt d’equilibri les velocitats són 
nul·les, els angles d’orientació tant dels rotors com de l’helicòpter són zero, i les 
úniques variables que prenen un valor característic són les velocitats angulars 
dels rotors i les tensions d’entrada10. 
El vector d’estat, en equilibri, queda de la següent manera: 
                                               
10 El càlcul del valor que prenen les variables d’estat en equilibri està fet amb 
detall, analíticament, a l’annex C. 
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     [                                               ]
 
 (39.2) 
Les variables de posició, i el rumb (angle de yaw) que segueix l’helicòpter no són 
zero però poden prendre qualsevol valor, ja que no intervenen al model i 
l’equilibri és independent del que valguin. 
En el cas del vector d’entrades hi ha una peculiaritat: les dues tensions del motor 
en equilibri no són nul·les perquè han de mantenir els rotors a la velocitat 
d’equilibri. Tot i així, com s’ha definit en el model de Simulink® en l’apartat 4.1.2, 
i ja que es pot mantenir per simplicitat, aquestes dues variables poden ser 
tractades al model lineal com a l’increment de la tensió respecte l’equilibri, ja que 
s’està fent una translació i en aquest cas només es contemplen variacions 
respecte el punt d’operació. El vector d’entrada queda doncs, com un vector de 
zeros en l’equilibri. 
Així doncs, l’equació (42) que indica la forma que tindran totes les derivades de 
les variables d’estat un cop linealitzades, queda definida en el cas d’estudi pel 
punt de ‘hover’, i per tant el model lineal només donarà informació de les 
variacions de les variables d’estat al voltant d’aquest punt, i per tant en alguns 
casos caldrà tenir-ho en compte i sumar les magnituds corresponents. Finalment, 
com a nomenclatura, i per a tenir un sistema d’equacions semblant al no lineal, 
s’adopta el conveni d’obviar el signe d’increment als dos cantons de la igualtat: 
 ̇  ∑
   
   
|
    
  
 
    ∑
   
   
|
   
  
 
     (42.1) 
5.2.2. Equacions 
De manera immediata, les tres primeres equacions queden definides com: 
 ̇     (L1) 
 ̇     (L2) 
 ̇     (L3) 









     
     
     
) 11 (8.2) 
                                               
11
 Es mostraran en gris els termes que acabin sent zero després de linealitzar. 
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El segon terme de l’equació (8.2) serà sempre nul al linealitzar les equacions al 
voltant de hover ja que dels parells de velocitats, la variable que es mantingui 




















      
 
   
√           
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]    [
   
    












   
) (8.4) 
Un cop linealitzada, el tercer terme desapareix per ser zero les velocitats en 
equilibri, i l’últim desapareix per ser constant. Operant les equacions anteriors, 
s’arriba al resultat: 
 ̇      
    
 
    
    
 
     (L4) 
 ̇     
    
 
    
    
 
    (L5) 
 ̇   
             
 
 
    
             
 
 
    (L6) 
Es pot observar com les majors variacions en la velocitat longitudinal són 
originades per un moviment de pitch o la inclinació longitudinal dels rotors, i que 
similarment, les variacions en la velocitat lateral són causades pel moviment de 
roll i la inclinació lateral dels rotors. Independentment, la velocitat vertical depèn 
de les velocitats angulars del rotor. S’han introduït les variables      que fan 
referència a l’empenta que proporciona el rotor a la velocitat de hover. 







           











És immediata la linealització:  
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 ̇          (L7) 
 ̇          (L8) 
 ̇          (L9) 
Hi ha doncs, una correlació directa entre les tres velocitats angulars inercials i 
relatives. 





)    ̿̿ ̿
  
(   
  (       )
  (       )
  (       )
) (9.2) 
Un cop més un producte de dues velocitats, al linealitzar-lo al voltant de l’equilibri 
es torna nul, de manera que si a més, fem us de les propietats de la matriu 






      
      
      
) (9.2) 
Per obtenir les components dels moments, cal introduir les equacions (16)-(20) 
en l’equació (9.1). En les components x i y, només intervindran els moments 
causats per l’empenta: el producte vectorial de l’equació (19) que caldrà 
desenvolupar i linealitzar; i els moments de flapping de l’equació (20) que ja són 
lineals. Per la seva banda, la component z només serà funció dels parells 
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Un cop introduïdes les components de (9.3) en (9.2) (fa falta completar els 
parells també, en el cas dels reactius serà necessari recuperar l’equació (38)), i 
havent linealitzat, s’arriba a les següents equacions: 
 ̇  (
              
   
)    (
              
   
)    (L10) 
 ̇  (
              
   
)    (
              
   
)    (L11) 
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 ̇  ( 
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)    (
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]  
    
     
 
  
   
)    
      
          
       
      
          
        (L12) 
Del conjunt d’equacions anterior, també se’n pot extreure una vegada més la 
conclusió que la orientació lateral del rotor és la que atorga velocitat angular 
lateral al cos, i el mateix succeeix amb orientació i velocitat angular longitudinals. 
Un cop més, l’eix vertical es manté independent a aquestes i torna a dependre 
de les velocitats dels rotors, ara també conjuntament amb les variables 
d’entrada. 
Les equacions (28) i (29) són senzilles de linealitzar si es té en compte que els 
termes quadràtics de velocitat s’anul·len linealitzats en hover, i que la part 
relativa a l’increment de desfasament es converteix en una constant (amb 
subíndex h) que és el resultat d’aplicar-hi la velocitat de rotació en equilibri: 
 ̇   
 
   
[   (         (    )           (    ))           
     ( )  
    
     ( )      
     ( )] (28) 
 ̇   
 
   
[   (          (    )           (    ))          
     ( )  
     
     ( )       
     ( )] (29) 
Si a part d’això, s’introdueixen les correccions a les tensions dels servo-
actuadors, fetes a (31) i (32), queden les equacions lineals d’a continuació: 
 ̇    
 
   
    
 
   
[   (    (     )    (     ))]        
 
   
[   (   (      )  
  (     ))]        (L13) 
 ̇    
 
   
    
 
   
[   (    (     )    (     ))]        
 
   
[   (   
  (     )    (     ))]           (L14) 
En aquest punt és interessant fixar-se en les tensions dels servo-actuadors. És 
aquí on pren protagonisme la correcció introduïda a les tensions en l’apartat 
3.4.2. A simple vista s’observa que les dues inclinacions           estan 
acoblades amb les dues tensions, d’acord com també s’observava en les 
simulacions, però que la correcció maximitza la influència del servo 1 en     
(ordre 1 menys infinitèsim al quadrat) i minimitza la del servo 2 (ordre diferència 
d’infinitèsims). Ocorre el mateix entre el servo 2 i la seva influència en    . 
En les següents variables, els angles d’orientació del rotor superior (       ), 
que es relacionen segons les equacions (21)-(27), apareix un problema: no 
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tenen una expressió explícita de la seva derivada en el temps, sinó que 
apareixen en funció de quatre variables:              i de manera no lineal i 
amb l’aparició d’algunes derivades. Davant d’això caben tres opcions: buscar 
una expressió analítica, afegir al model les noves variables           de manera 
redundant, o bé fer que aquestes dues últimes, que sí que n’apareix la derivada 
de forma explícita, substitueixin a les variables         en el model actual. La 
primera opció es descarta automàticament perquè es desconeix si es pot 
aconseguir una expressió analítica per aquestes variables i en cas afirmatiu, 
seria de gran complexitat. Entre la segona i tercera opció, s’opta per la tercera, 
substituir, de manera que no hi hagi dues variables sobrants al model. 
Així doncs, les dues noves equacions a afegir (21) i (22) que ja directament són 
lineals, són: 
 ̇    
 
   
  
 
   
     (L15) 
  ̇   
 
   
  
 
   
      (L16) 
Tot i així, la complexitat del problema anterior encara queda pendent de resoldre: 
les equacions lineals que depenien de           ara han de ser modificades per 
incloure els efectes de les 4 variables anteriors. Un cop linealitzada, la 
combinació de les equacions (23)-(27) indica la relació entre les variables en 
qüestió és la següent:  
       [   (      )         (      )     (      )         (      )  ]     (43) 
       [   (      )         (      )      (      )         (      ) ]     (44) 
Es pot observar que les variables que depenien de la inclinació del rotor, ara 
dependran de la inclinació de la barra i del propi helicòpter a la vegada. El model 
lineal final, serà el resultat de substituir les variables           expressades en les 
equacions (43) i (44) en les equacions on apareixien: (L4), (L5), (L10), i (L11): 
 ̇  
    
 
      (      )  [   
    
 
      (      )]   
    
 
    
    
 
      (      )     
    
 
      (      )       (L4.1) 
 ̇  [  
    
 
      (      )]   
    
 
      (      )   
    
 
    
    
 
      (      )      
    
 
      (      )     (L5.1) 
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)       (      )       (L10.1) 
 ̇   (
              
   
)       (      )  (
              
   
)       (      )   
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)       (      )      
(
              
   
)       (      )       (L11.1) 
 
Per últim, només queda recuperar l’equació (38) i linealitzar-la per completar el 
sistema d’equacions lineals: 
 ̇    (
    
        
 
  
      
 
        
     
     
            
)    
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 ̇    (
    
        
 
  
      
 
        
     
     
            
)    
      
             
         (L18) 
Amb aquestes dues equacions es completa el model dinàmic lineal. 
 
5.3. Espai d’estats 
El model dinàmic linealitzat, així com qualsevol altre sistema físic de primer 
ordre, pot ser expressat pel que s’anomena espai d’estats. Aquesta 
representació permet tenir un conjunt d’equacions matricials que relacionen el 
conjunt d’entrades, sortides i variables d’estat. Per a sistemes MIMO com el 
d’estudi, és una molt bona manera d’abordar el problema, sobretot si es disposa 
d’eines com el programa MATLAB, que està preparat per treballar-hi. 
El sistema d’equacions és de la forma: 
 ̇   ̿    ̿    (45) 
   ̿    ̿    (46) 
El vector d’estat es veu modificat després de canviar les variables de la barra 
estabilitzadora, mentre que el vector d’entrada es manté igual: 
  [                                                 ]
 
 (39.3) 
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  [                           ]
 
  (40) 
La matriu A conté els guanys que relacionen les derivades de les variables 
d’estat amb elles mateixes sense derivar, s’anomena la matriu dinàmica. El 
vector d’entrades està multiplicat a l’equació a través dels guanys que conté la 
matriu B d’entrades o control. El vector y és el vector de sortides, les variables 
d’estat que es poden observar i que estan indicades per la matriu C 
d’observació, mentre que finalment la matriu D s’anomena d’acció directa i no 
intervé en el sistema dinàmic en qüestió.  
El tipus de sistema d’espai d’estats és d’invariant continu, ja que les quatre 
matrius anteriors són constants en el temps i només els vectors depenen del 
temps, que és continu i no discret. Una representació gràfica del funcionament 
de les equacions es pot trobar en la Figura 35. 
 
Figura 35. Esquema del sistema en espai d'estats [Font pròpia] 
El sistema complet d’espai d’estats es pot trobar en l’annex E amb el sistema 
d’equacions, els diferents vectors i cada una de les seves components amb els 
valors analítics obtinguts a partir de les equacions lineals (L1)-(L18). Tot i així, 
s’inclourà a continuació el valor de les matrius A,B,C i D per a fer-ne un breu 
estudi. 
𝐱 ?̇? 𝐮 y 
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En primer lloc, s’observa que les tres primeres columnes i la novena de la matriu 
A són plenes de zeros; això indica que les variables corresponents, x, y, z i   no 
intervenen en el sistema dinàmic, i que en canvi es podrà determinar el seu valor 
en qualsevol moment a partir de la resta de variables d’estat, sense que hi hagi 
cap dependència directa ni indirecta entre la derivada d’aquestes variables i elles 
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mateixes sense derivar. A conseqüència d’això, s’ha procedit a simplificar el 
model, en una primera etapa eliminant aquestes quatre variables. Com a 
resultat, ha quedat un model de 14 variables on han aparegut novament quatre 
columnes de zeros, és a dir, quatre noves variables que no participen al sistema: 
les velocitats u,v,w, i la velocitat angular r, que depenen únicament de les altres 
variables d’estat i d’entrada. Una segona simplificació ha servit per deixar un 
model lineal simplificat a 10 variables (detalls en l’annex E), on les matrius i el 
vector d’estat s’han reduït per tal d’eliminar les altres variables. Més endavant, 
en el capítol de control, es treballarà directament amb el model lineal simplificat. 
En segon lloc, la matriu d’observació està definida com si les variables que es 
poden observar són les tres posicions i els tres angles d’orientació inercials de 
l’helicòpter, cosa que és normal amb el laboratori de mesura del que es disposa. 
En apartats posteriors, caldrà redefinir aquesta matriu per adaptar-la al model 
simplificat. Com que no hi ha acció directa, la matriu D és una matriu de zeros. 
Finalment, tal i com s’ha diferenciat en colors en les dues matrius, existeixen dos 
grups que poden separar-se per crear dos subsistemes independents. En un 
primer grup, destacat en blau, s’hi troben les velocitats longitudinal i lateral (u i v), 
els angles de pitch i roll, les velocitats angulars longitudinal i lateral (p i q), els 
quatre angles de rotor inferior i barra estabilitzadora, i les tensions dels servos. 
En el segon  grup s’hi troba la velocitat vertical w, l’angle de yaw, la velocitat 
angular vertical, les dues velocitats dels rotors, i les tensions dels motors. 
Aquesta independència entre els dos subsistemes ja s’havia intuït a l’hora de 
linealitzar les equacions, o abans fins i tot, ja que és immediat veure que hi ha 
dos tipus d’accions de control que generen dos tipus de sortides diferents. Així 
doncs, degut als tipus de moviment que cada subsistema implica, es definiran 
com subsistema de Roll-Pitch i subsistema d’Altitud-Yaw. 
 Taula 2.Subsistemes de variables independents 
El subsistema de Roll-Pitch, s’encarrega a través de les entrades de tensió als 
servos, d’inclinar el rotor inferior, originant unes velocitats lineals i angulars 
contingudes en el pla horitzontal, i per tant un moviment horitzontal, mentre que 
el rotor superior respon adaptant-se al moviment de l’helicòpter. El subsistema 
d’Altitud-Yaw, governat per les tensions d’entrada al motor, modifica les 
Subsistema de Roll-Pitch Subsistema d’Altitud-Yaw 
Variables Entrades Variables Entrades 
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velocitats angulars proporcionades als rotors, que generaran una velocitat 
vertical si són modificades conjuntament, o bé una velocitat angular sobre l’eix 
de l’helicòpter si la modificació és diferencial. 
A part de l’interès matemàtic que pugui tenir aquesta separació, el fet que 
existeixi aquesta independència entre els dos subgrups, obre la porta a crear dos 
controladors diferents, un pel subsistema de Roll-Pitch i l’altre pel subsistema 
d’Altitud-Yaw, permetent adaptar el controlador propi a cada un dels 
subsistemes, per exemple, establint constants de temps diferents, ja que és 
probable que el subsistema de Roll-Pitch tingui una resposta molt més lenta 
degut a dependre de l’element integrador de la barra estabilitzadora. 
 
5.4.  Simulació del model lineal 
 
Per tal de comprovar la validesa del model lineal presentat, s’ha procedit a fer la 
implementació en Simulink® del model a través del bloc anomenat “State 
Space”, ja preparat per rebre sistemes en espai d’estats introduint-hi les quatre 
matrius anteriors. Un cop muntat el model, el programa permetrà fer les 
simulacions de les variables pertinents amb unes entrades similars a les 
introduïdes en el capítol 4.2 d’aquest treball, per tal de poder fer les 
comparacions necessàries i treure’n les conclusions pertinents. 
El model implementat en Simulink® utilitza com a funció ‘callback’ la funció 
‘statespace.m’ que simplement s’encarrega de construir les quatre matrius A, B, 
C, i D component per component tal i com estan definides, i el diagrama, tal com 
s’ha adjuntat en el fitxer ‘lincoaxial.mdl’, és el que es mostra a continuació:  
 




Figura 36. Model lineal en Simulink® 
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En primer lloc, s’utilitza novament el generador de senyals per a crear el vector 
d’entrades degudament ordenat. La primera diferència que s’observa és que 
directament es tracta d’increments, ja que no apareixen les tensions de hover 
dels motors sumant com a termes constants. El vector d’entrada s’introdueix al 
bloc d’espai d’estats que conté les quatre matrius. Per a fer la simulació, s’ha 
considerat que es podrien observar totes les variables del model, per tant la 
matriu C en aquest cas seria una identitat.  
En la sortida del bloc espai d’estats, s’ha separat degudament el vector d’estat. 
Les tres posicions, al ser posicions relatives al cos, no s’han llegit. En canvi, 
s’han mesurat les tres velocitats en eixos Body, per llegir-les, i per transformar-
les mitjançant la funció creada per tal propòsit ‘crea_Abj2.m’ per ser integrades i 
obtenir les verdaderes posicions inercials. Els tres angles del cos també són 
mesurats i són les entrades de la funció esmentada. Seguidament es llegeixen 
els angles d’orientació del rotor inferior i de la barra estabilitzadora, i finalment es 
mostren les velocitats angulars dels rotors, que se’ls ha d’afegir el seu valor en 
‘hover’ per passar d’increment a magnitud absoluta. 
La primera simulació feta té una entrada del mateix valor que en la Figura 21: un 
increment de tensió al motor superior respecte la tensió de ‘hover’ en forma d’un 
graó de 0.2 V i una duració de 1 segon.  
 
 Figura 37. Comparació velocitats no lineal (superior) - lineal (inferior) 
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Variables: u(vermell12), v(verd) w(blau). Eixos: horitzontal (s), vertical (m/s). 
La resposta en el model lineal és quasi idèntica exceptuant que la velocitat 
vertical no disminueix en mòdul perquè la linealització ha eliminat l’efecte del 
fregament aerodinàmic. 
 
Figura 38. Comparació velocitats angulars no lineal (superior) - lineal (inferior) 
Variables: p(vermell), q(verd) r(blau). Eixos: horitzontal (s), vertical (rad/s). 
En aquest cas, la resposta és quasi la mateixa, llevat de que els canvis són més 
bruscos i no tan continus com en el cas lineal en els punts on es canvia l’entrada. 
                                               
12
 La variable vermella és la primera en ser representada. En molts casos, quan es 
mantingui al valor zero i hi hagi una altra variable representada al mateix gràfic que 
també valgui zero, no apareixerà representada ja que la segona variable es sobreposa al 
gràfic a la primera. 




Figura 39. Comparació posicions no lineal (superior) - lineal (inferior) 
Variables: N(vermell), E(verd) D(blau). Eixos: horitzontal (s), vertical (m). 
 
Figura 40. Comparació angles no lineal (superior) - lineal (inferior) 
Variables: φ (vermell), θ (verd) ψ(blau). Eixos: horitzontal (s), vertical (rad). 
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La resposta és gairebé idèntica en les dues figures anteriors excepte una mínima 
diferència en el pendent de la corba en segons quins punts, sobretot en les 
posicions, que arrosseguen més error. 
 
Variables: Ωup (vermell), Ωdw (verd). Eixos: horitzontal (s), vertical (rad/s). 
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A continuació, es mostra la simulació feta amb el tipus d’entrada del servo-
actuador descrita en la Figura 28: un increment en la tensió del servo-actuador 1 
en forma de graó de 0,1 V i duració d’un segon. 
 
Figura 41. Simulació de velocitats model lineal 
Variables: u(vermell), v(verd) w(blau). Eixos: horitzontal (s), vertical (m/s).  
 
Figura 42. Simulació de velocitats angulars model lineal 
Variables: p(vermell), q(verd) r(blau). Eixos: horitzontal (s), vertical (rad/s). 
 
Figura 43. Simulació d'angles d'orientació model lineal 
Variables: φ (vermell), θ (verd) ψ(blau). Eixos: horitzontal (s), vertical (rad).  
La informació útil que es pot extreure dels tres gràfics anteriors, és el 
comportament inicial que segueixen les funcions abans de començar a tendir cap 
a infinit. Com es pot observar en els tres casos, el model lineal és completament 
inestable i les variables es disparen tan bon punt el servo-actuador rep la tensió. 
La resposta del model lineal és ràpida i descontrolada, per tant en el punt que es 
sobrepassen els angles límit que s’espera que pugui operar l’helicòpter, 
continuar amb la simulació o interpretar-ne els resultats que segueixen, deixa de 
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tenir sentit. Per tant, l’anàlisi que es pot fer és que les variables v, p, i φ, tenen el 
comportament inicial esperat abans de tendir cap a infinit, tant en signe com en 
magnitud. Per la seva banda, les variables del subsistema d’Altitud-Yaw, es 
mantenen a zero, com s’esperava. 
 
 
Figura 44. Comparació angles del rotor DW model no lineal (superior) - lineal (inferior) 
Variables: αdw (vermell), βdw (verd). Eixos: horitzontal (s), vertical (rad). 
La comparació anterior és prou bona (sobretot durant el temps en que actua el 
servo), ja que un cop feta la linealització, s’elimina l’efecte de les velocitats sobre 
la inclinació del rotor. 
Els angles de la barra estabilitzadora tenen una representació similar a la de les 
Figura 41, Figura 42 i Figura 43, i no s’ha mostrat perquè del model no lineal, la 
variable representada és la inclinació del rotor i no de la barra. Tot i així, l’angle 
equivalent, que és l’angle     , té el mateix comportament inicial, abans que les 
variables tendeixin a infinit. 
La simulació de coordenades inercials, no s’ha mostrat degut a que no té sentit 
representar-la. El càlcul d’aquestes coordenades depèn necessàriament dels 
angles d’orientació de l’helicòpter, que serveixen per a calcular la matriu de 
transformació de sistemes de referència en cada instant. Com s’ha vist, aquests 
angles es tornen inestables molt ràpidament, i sobrepassen els límits 
acceptables de roll i pitch (uns 30º) de seguida, ja que al cap de dos segons 
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d’aplicar la tensió, aproximadament, ja s’ha donat una volta sencera sobre el seu 
eix. 
Finalment, els altres gràfics que no s’han mostrat, és pels mateixos motius que 
els esmentats en el Capítol 4: que hi ha representacions gràfiques de variables 
equivalents, o que les variables romanen inalterades, entre d’altres. En aquest 
segon cas, encara que per la simulació de servo-actuador s’ha tornat inestable, 
les variables que havien de mantenir-se nul·les ho han seguit fent. 
Com a conclusió, es pot avaluar el model lineal per separat dels dos 
subsistemes. Per una banda, el subsistema d’Altitud-Yaw té una adaptació prou 
bona al model no lineal, com demostren les comparacions. Per l’altra, el 
subsistema de Roll-Pitch ha demostrat ser completament inestable al ser 
linealitzat, i això és degut a la forta interdependència que tenen les principals 
variables que el componen, per culpa de l’elevada complexitat que tenen els 
elements dinàmics dels rotors, barra estabilitzadora, plat cíclic, i helicòpter com a 
sòlid rígid. Aquesta inestabilitat no sorprèn massa si es té en ment que el 
sistema és de divuit variables i que la física és complexa, de manera que al 
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La literatura afirma que existeixen diferents aproximacions al control de tipus 
adaptatiu que no requereixen un model físic [4], com per exemple els 
controladors de lògica heurística (fuzzy logic) o adaptatius de xarxa neuronal; 
ambdós havent demostrat resultats satisfactoris. No obstant, pel cas de 
l’helicòpter i amb l’objectiu de controlar-lo, s’ha realitzat en capítols anteriors un 
model dinàmic que després de ser simulat, ha demostrat descriure prou 
acuradament i fidel el comportament de l’helicòpter. Així doncs, s’espera obtenir 
millors resultats amb el disseny d’un controlador basat en la física del sistema. 
Aquest model, a més a més, ha estat linealitzat i simulat en els capítols anteriors, 
presentant uns resultats acceptables, tenint en compte que el sistema físic de 
per sí es inestable, i la simulació està feta en llaç obert. Com s’ha explicat en el 
seu moment, el fet de tenir un model lineal, a part de perdre fidelitat, presenta 
alguns avantatges, el més important dels quals és que permet ser tractat de 
manera molt senzilla a través del programa MATLAB®. Per a fer-ho, serà 
necessari haver expressat el sistema en espai d’estats, tal i com s’ha fet en 
l’apartat 5.3. 
En aquest capítol s’estudiaran alguns aspectes de control de sistemes com ara 





Tal com ja s’ha comentat en el 5.3 el model lineal ha sofert dues etapes de 
simplificació. Aquestes simplificacions han estat fetes degut a que les variables 
d’estat corresponents no eren funció de cap altra variable, i això s’observava a 
través de les columnes buides en la matriu dinàmica. 
En la primera simplificació, les variables eliminades del model i la seva 
expressió, són les següents: 
 ̇     (L1) 
Estudi de l’helicòpter coaxial UAV i disseny del controlador  Gerard Graugés i Agustí – ETSEIAT 
71 
  
 ̇     (L2) 
 ̇     (L3) 
 ̇     (L9) 
En la segona simplificació, les variables eliminades del model i la seva expressió, 
són les següents: 
 ̇      
    
 
    
    
 
     (L4) 
 ̇     
    
 
    
    
 
    (L5) 
 ̇   
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)    (
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)    
      
          
       
      
          
        (L12) 
Una peculiaritat que tenen en comú les vuit equacions anteriors i que a simple 
vista no es veu13 a part de no ser funció de les altres variables, és que no 
depenen d’elles mateixes ni de forma directa ni indirecta, sinó que exclusivament 
de les altres. Les variables que depenen de si mateixes de manera directa són 
visibles a simple vista ja que a la matriu dinàmica apareixen amb guanys no nuls 
a la diagonal. La dependència indirecta té lloc quan les variables depenen d’elles 
mateixes a través d’altres variables, com per exemple: 
   ( )   ( (                 )) 
Així doncs, aquestes variables descartades, poden rebre un tractament diferent, 
no sent considerades com a variables d’estat (i per tant no participen en la 
integració del sistema), sinó altres variables que depenen exclusivament de la 
resta de variables d’estat. No obstant, per a determinar el seu valor al llarg del 
temps, caldrà fer una integració a part per a cada simplificació feta. 
En la carpeta arrel adjunta, es disposa del script de MATLAB ‘statespace.m’ que 
munta les quatre matrius d’espai d’estats, i l’script ‘simp.m’, que crea les matrius 
del model simplificat a base de les matrius completes, sempre i quan s’hagi 
executat el primer script anteriorment. Aquest segon script, també s’encarrega de 
construir dues matrius, que seran capaces de calcular el valor de les quatre 
                                               
13
 Un càlcul dels pols del sistema (valors propis de la matriu dinàmica) revela que hi ha 8 
pols que són zeros exactes, i per tant 8 variables que no depenen d’elles mateixes. 
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variables extretes del model, segons les equacions (L4), (L5), (L6) i (L12), una 
per al vector d’estat i l’altra per al d’entrades. Per a les equacions (L1), (L2) i (L3) 
no s’ha cregut necessari ja que les tres són independents, amb guany unitari i 
per tant simplement és una integració. Aquestes matrius seran les encarregades 
de recuperar les variables simplificades més endavant. 
Així doncs, el sistema lineal final, que serà estudiat a continuació, queda de la 
forma següent: 
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A partir de les matrius anteriors, del model final simplificat, serà més fàcil 
estudiar-ne els pols del sistema, l’observabilitat i la controlabilitat, tal com es farà 









L'estabilitat i les característiques de la resposta natural d'un sistema continu en el 
temps (és a dir, lineal amb matrius que són independents del temps) pot ser 
estudiada a partir dels valors propis de la matriu A, que són els pols del sistema.  
A través de la comanda de MATLAB eig(A), els valors propis que s’obtenen són: 









       
         
      
      
      
       
        
        
       









El vector de pols anterior, dóna idea de l’estabilitat del sistema: els pols positius 
són els pols associats a les variables inestables. En aquest cas hi ha tres pols 
positius, en les posicions tercera, quarta i cinquena. L’ordre en que el software 
retorna els pols no és significatiu, ja que durant el càlcul s’han fet 
transformacions i canvis de base. D’una observació d’aquests valors, recordant 
que són els valors propis de la matriu A que apareix en l’apartat anterior, es pot 
arribar a diverses conclusions, en base a: que com més allunyats estan els pols 
de l’eix, més ràpida és la dinàmica de la variable; i que les variables en que la 
matriu sigui diagonal, el valor propi és el valor de la diagonal. 
 Els pols amb valor -12,5 són els pols corresponents a les components als 
angles     i    . Recordant les equacions (28) i (29), aquests angles 
s’havien modelat com un sistema de primer ordre amb correccions no 
lineals de velocitat, que han desaparegut al linealitzar. Per definició, la 
constant de temps escollida era     que apareix en la diagonal com la 
inversa dels valors     
   i    
   (iguals). La dinàmica d’aquestes dues 
variables, i tal com s’havia definit, és la més ràpida del sistema. 
 Els altres dos pols que apareixen sols en la diagonal, són els 
corresponents a les variables     i    . En aquest cas també perquè 
s’ha modelat el motor com a un primer ordre, i els pols són directament 
   
   i    
  . 
 
                                               
14
 Els zeros del vector, són realment nombres molt propers a zero: positiu i l’altre negatiu 





L’observabilitat en sistemes dinàmics mesura en quin grau es poden conèixer o 
calcular els estats que pot prendre el sistema a partir del coneixement de 
algunes o totes les sortides, en un sistema dinàmic. Així doncs, si un sistema és 
observable, vol dir que conté prou informació per predir els estats anteriors en el 
temps. 
Definició [21]: l’observabilitat en un sistema dinàmic és la propietat de poder 
determinar el vector d’estat x(t) a partir de la sortida y(t). Es diu que un sistema 
és completament observable si existeix un temps finit t1 > 0 tal que el 
coneixement de u(t) i y(t), amb 0  ≤ t ≤ t1, es suficient per determinar l’estat x(0). 
La matriu d’observabilitat del sistema es defineix com: 




     
)  (47) 
Un sistema és completament observable si i només si la matriu d’observabilitat 
és de rang n. 
Tal i com està definit el sistema:     ( ̿)    
Això vol dir que de totes les variables d’estat, deu, només és possible observar-
ne vuit. Fruit d’un estudi de les matrius s’arriba a la conclusió de que per tenir 
completa observabilitat del sistema, cal prendre la matriu C com la següent: 
 ̿  [
          
          
          
          
] 
Calculant la matriu d’observabilitat a partir de  ̿ , s’obté que     (  ̿̿ ̿)     
Amb la matriu anterior, se suposa que a part de tenir dades del roll i pitch, es pot 
conèixer també cada una de les dues velocitats dels rotors     i    . A través 
d’aquestes dues noves mesures, per tant, es pot observar l’estat del sistema. Per 
tal de fer-ho caldria construir un observador d’estat (o recórrer a altres solucions, 
com ara un filtre de Kalman) per a realimentar el sistema amb les variables 
d’estat.  En el cas d’estudi, amb el laboratori de què es disposa (descrit al apartat 
2.2.2) no és possible mesurar aquestes variables, però se suposarà que es 
disposa d’un bon observador per a poder extreure conclusions d’un hipotètic 
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model completament observable. En qualsevol cas, existeixen mesuradors òptics 
o sistemes làser, que afegits a l’helicòpter permetrien prendre mesures de les 




La controlabilitat en sistemes dinàmics és una condició que determina si és 
possible o no portar els estats des de qualsevol valor inicial fins a qualsevol valor 
final a través de les entrades adequades i dins un interval de temps finit. 
Definició [21]: un sistema dinàmic és completament controlable si, donats x(0)=0 
i qualsevol estat arbitrari x1, existeix un temps finit t1 i una entrada contínua a 
trossos u(t), 0 ≤ t ≤ t1, tal que x(t1)=x1. 
La matriu de controlabilitat del sistema es calcula com: 
  (         ) (48) 
La condició necessària i suficient perquè el sistema d’ordre n sigui completament 
controlable és que la matriu de controlabilitat sigui de rang n.  
    ( )     
Es demostra doncs, a partir del càlcul anterior, que el sistema dinàmic presentat 
és completament controlable. 
 
6.6. Controlador automàtic 
 
A partir de la conclusió a la que s’ha arribat en l’apartat anterior, es decideix 
dissenyar un controlador automàtic que realimenti el sistema per tal de portar-lo 
a l’estat desitjat. Apareixen diverses alternatives, dues d’elles són fer 
realimentació d’estat, a partir del vector d’estat obtingut en la sortida, o fer 
realimentació de sortides. En aquest estudi, s’optarà per fer una realimentació 
d’estat com la que apareix en l’esquema de la Figura 45.  




Figura 45. Esquema de la realimentació d'estat [Font pròpia] 
El mètode escollit per determinar el guany K de la realimentació d’estat és el 
mètode d’assignació de pols. El controlador tindrà un guany que permetrà situar 
els pols positius del sistema a la part estable (negativa). A partir de l’esquema 
anterior, es pot demostrar que la forma d’obtenir la senyal de control, és la 
següent: 
    ( [    ]   ]        (49) 
En canvi, el nou sistema corresponent seguirà la següent equació: 
 ̇   [    ]        (50) 
Amb el sistema controlat, la nova matriu dinàmica serà [    ] i a través dels 
guanys de K, s’assignaran els pols al sistema semblants als presentats 
anteriorment segons la constant de temps de cada una de les variables. Aquesta 
matriu K es genera fàcilment amb la comanda ‘place’ de MATLAB i els pols 
assignats, per qüestions de disseny i limitacions del programa, són: 








    
      
    
    
    
    
     
   
    








El criteri que s’ha pres a l’hora d’escollir els pols és en primer lloc, intentar 
mantenir els pols negatius a un valor molt aproximat, i els positius un valor 
equivalent negatiu, ja que s’ha intentat respectar la dinàmica de les variables, 
recordant que cada un d’ells es considera la inversa de la constant de temps. El 
segon criteri, purament experimental, s’ha fet a través de l’observació de les 
simulacions i tractant que l’estabilització del sistema fos el màxim de ràpida 
𝐱 ?̇? 𝐲 𝐮   
Estudi de l’helicòpter coaxial UAV i disseny del controlador  Gerard Graugés i Agustí – ETSEIAT 
77 
  
possible. Això es coneix com a sintonització de pols. En qualsevol cas, n’hi ha 
prou amb modificar els valors propis dins l’script de MATLAB ‘creaK.m’ i guardar-
lo per obtenir la nova matriu, que ja es carrega automàticament als models a 
través de ‘callbacks’ per fer les simulacions. 






6.7. Resultats   
 
6.7.1. Implementació del model controlat 
Per saber si el controlador obtingut funciona o no, serà necessari novament 
implementar un seguit de models de Simulink® i fer-ne les simulacions 
pertinents. El controlador serà testat en dos casos diferents: el model lineal en 
primer lloc, i el no lineal, per comprovar si el controlador lineal és capaç d’obtenir 
bons resultats també en aquest segon cas.  
En els dos casos, i per mostrar-ho de manera més senzilla, s’han agrupat els 
visors de variables en un mòdul de lectura, com es mostra en la Figura 46. La 
meitat esquerra té la funció de separar les variables del vector d’estat i sumar el 
valor en equilibri als increments que ho requereixin (velocitats dels rotors). La 
meitat dreta s’encarrega de recuperar les variables que s’havien eliminat en la 
simplificació. Aquesta funció, se serveix del vector entrada i vector d’estat per tal 
de calcular el valor d’aquestes variables. 
Un control sobre aquestes variables no pot ser fet de manera directa, ja que el 
motiu pel qual també es van retirar del model, era perquè no feien el model 
completament controlable. 
 ̿  (
                
              
                                                    
                                                
) 




Figura 46. Mòdul lector de variables 
A continuació, es mostren els models en Simulink® del sistema lineal 
(closeloop.mdl) i del sistema no lineal controlats (closeloopnl.mdl): 
 
Figura 47. Model lineal realimentat 
El model lineal (Figura 47) ha estat realimentat a través de l’estat, d’acord amb 
l’esquema de la Figura 45. Els vectors d’estat i d’entrada són enviats dins al 
mòdul de lectura per poder llegir per separat el valor de totes les variables. 




Figura 48. Model no lineal realimentat 
El model no lineal que es troba en un subsistema, en la Figura 48, és el mateix 
model no lineal presentat en la Figura 12 del Capítol 4. L’únic que ha calgut és 
eliminar el bloc generador d’entrades, ja que en aquest cas les entrades venen 
determinades pel controlador tancant el llaç segons l’equació (49). A la sortida 
del model, s’ha restat el valor de les velocitats angulars dels rotors en hover, per 
poder ser tractades com a increments pel controlador. 
Degut a que la dinàmica del model no lineal és diferent, s’ha fet una nova 
sintonització de pols. Dels resultats obtinguts en les simulacions amb el model no 
lineal, l’estabilització més ràpida i menys oscil·lant ha ocorregut fixant els pols 
següents: 









    
      
  
    
    
    
     
   
    














Existeixen diverses maneres de simular models en llaç tancat. A diferència del 
llaç obert, no s’imposen les entrades. En canvi, es pot tenir el sistema en equilibri 
 ̿   (
                
              
                                                    
                                                
) 
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i introduir pertorbacions: un impuls en alguna de les variables (per exemple 
ràfegues d’aire que impliquin canvis bruscos en velocitats o forces generades) o 
entrades; o bé, imposar condicions inicials al sistema que són diferents a les 
d’equilibri, i veure com es recupera. Per simplicitat, s’opta per aquesta segona 
opció.  
 1a simulació: angle de pitch inicial de 0,1 rad – model lineal. 
 
Variables (a): φ (vermell), θ (verd). Eixos: horitzontal (s), vertical (rad). 
Variables (b): p(vermell), q(verd). Eixos: horitzontal (s), vertical (rad/s). 
 Variables (c): αdw (vermell), βdw (verd). Eixos: horitzontal (s), vertical (rad). 





Figura 49. Primera simulació, model lineal a) i b) 
Figura 50. Primera simulació, model lineal c) i d) 
Figura 51. Primera simulació, model lineal e) i f) 




Variables (e): u(vermell), v(verd) w(blau). Eixos: horitzontal (s), vertical (m/s).  
Variables (f): umotw(vermell), umotup(verd) userv1 (blau) userv2(marró). Eixos: 
horitzontal (s), vertical (V).  
L’explicació de les tres anteriors figures és simple: El sistema descontrolat 
genera una acció de control al servo-actuador 2 per controlar el pitch positiu (la 
resta d’entrades són quasi zero) a f) que de seguida que s’equilibra l’helicòpter 
compensa i torna a zero. Aquesta acció de control es tradueix en c) on l’angle 
alfa inclina el rotor endavant en qüestió de centèsimes, i un cop més es 
compensa i s’equilibra. La inclinació del rotor i el pitch de l’helicòpter controlen la 
velocitat angular del conjunt en b), i finalment, s’observa l’estabilització al cap de 
dos segons, del pitch, sense oscil·lar en a). En d) s’observa la tendència lenta a 
seguir el pitch de l’helicòpter, per part de la barra estabilitzadora. En e) es 
comença a induir una velocitat longitudinal endarrere, pel pitch, que es frena fins 
a un valor constant degut a la estabilització (no hi ha res que freni el cos en 
equilibri).  
Les variables en aquesta simulació, estan desacoblades i s’estabilitzen ràpid (2 
segons) i sense oscil·lar degut a l’acció del controlador. Es pot comprovar 
fàcilment que el sistema és totalment inestable si es trenca el llaç de 
realimentació. 






Variables (a): Ωup (vermell), Ωdw (verd). Eixos: horitzontal (s), vertical (rad/s). 
Variables (b): r (vermell). Eixos: horitzontal (s), vertical (rad/s). 
Variables (c): umotw(vermell), umotup(verd) userv1 (blau) userv2(marró). Eixos: 
horitzontal (s), vertical (V).  
Figura 52. Segona simulació, model lineal a), b) i c) 
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Un excés de velocitat en un dels rotors descompensa la velocitat angular de yaw. 
L’acció de control crea una tensió que porta la velocitat del rotor a la de hover 
però que només frena la velocitat angular de yaw, no aconsegueix tornar-la a fer 
nul·la. La tornada a l’equilibri es fa en menys de 2 segons, i sense oscil·lar. La 
resta de variables del subsistema Roll-Pitch es mantenen a zero. 
Després d’aquestes dues simulacions i d’altres que no es mostren per ser 
equivalents (pitch amb roll, motor UP amb motor DW, etc.) es conclueix que el 
controlador funciona correctament. A continuació es procedeix a provar-lo en el 
model no lineal. 
 3a simulació: angle de roll inicial de -0.1 rad – model no lineal 
 
 Variables (a): φ (vermell), θ (verd). Eixos: horitzontal (s), vertical (rad). 
Variables (b): p(vermell), q(verd). Eixos: horitzontal (s), vertical (rad/s). 
Variables (c): αdw (vermell), βdw (verd). Eixos: horitzontal (s), vertical (rad). 
Figura 53. Tercera simulació, model no lineal a) i b) 
Figura 54. Tercera simulació, model no lineal c) i d) 
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Variables (d): ηbar (vermell), ζbar (verd). Eixos: horitzontal (s), vertical (rad). 
Variables (e): u(vermell), v(verd) w(blau). Eixos: horitzontal (s), vertical (m/s).  
Variables (f): umotw(vermell), umotup(verd) userv1 (blau) userv2(marró). Eixos: 
horitzontal (s), vertical (V).  
De la simulació anterior, amb el controlador lineal en el model no lineal, se’n 
poden extreure conclusions similars a la del model lineal pel que fa al tipus de 
resposta que presenten les variables, ja que la recuperació de l’equilibri es fa de 
la mateixa manera. No obstant, es poden destacar tres característiques: 
 En primer lloc, la tornada a l’equilibri es fa de forma més ràpida, 
aproximadament un segon (notar que el temps de simulació s’ha reduït a 
4 segons). Això és degut a les no linealitats que no es tenien en compte, 
que en aquest cas afavoreixen la tornada a l’equilibri. És el cas per 
exemple, del fregament aerodinàmic (gràfic e) on la velocitat es va 
reduint) o dels efectes de la velocitat en la inclinació del rotor DW, que 
fan que costi menys tornar a l’equilibri (gràfic c) ). 
 En segon lloc, per causa també d’efectes com el que s’acaben 
d’esmentar, la manera que té el sistema de tornar a l’equilibri és de tipus 
lleugerament oscil·lant, i no directa com el cas lineal. La dinàmica del 
sistema no lineal, juntament amb l’acció de control, és ràpida, de manera 
que les entrades en aquest cas han de treballar més per portar l’estat a 
l’equilibri (gràfic f) ). 
 Finalment, es pot tornar a observar l’acoblament existent entre el roll i el 
pitch que ja s’havia observat en el Capítol 4. 
La resposta del sistema en el model no lineal per un tipus d’entrada com la de la 
simulació 2 pel model lineal, és idèntica. 
A la vista dels resultats obtinguts, es dóna com a bo, el controlador lineal 
obtingut per assignació de pols. 
Figura 55. Tercera simulació, model no lineal e) i f) 
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Capítol 7. Conclusions 
 
7.1. Conclusions 
Al llarg del projecte s’han anat extraient conclusions que algunes d’elles ja s’han 
anat comentant. Tot seguit, es farà un recull de les més importants, tant de parts 
concretes de l’estudi, com del conjunt del treball. 
En primer lloc, després de recopilar la informació necessària sobre el 
funcionament i la física dels helicòpters coaxials, s’ha procedit a elaborar un 
model dinàmic no lineal. Aquest model, recull un conjunt d’equacions, algunes 
d’elles estan clarament definides per lleis físiques, com per exemple la dinàmica 
del sòlid rígid, i s’han incorporat al model directament, però en molts altres casos 
no ha estat tant fàcil l’elecció. Per a determinats processos ha calgut escollir 
entre diverses equacions que modelen amb més o menys exactitud el 
comportament real. Això és degut a que hi ha diferents maneres d’explicar 
segons quins comportaments, i en la majoria de casos s’ha optat per una solució 
de compromís entre una equació molt fidel a la realitat, i una altra no tant 
correcta però més fàcil a l’hora de manipular. Les equacions més complexes són 
les que més problemes han donat a l’hora de linealitzar i dissenyar el 
controlador, i l’exemple més clar es troba en la dinàmica del conjunt rotor 
superior – barra estabilitzadora.  
En qualsevol cas, s’ha decidit acceptar determinades simplificacions i això no 
indica que els resultats obtinguts perdin validesa, ja que en molts casos es perd 
una precisió en el resultat que no és necessària. Alguns exemples són: variables 
aerodinàmiques que s’han obtingut a través de coeficients en comptes de per 
integració, per CFD o altres mètodes computacionals; efectes suposats com a 
lineals, com l’elasticitat de la pala; estimacions diverses, com ara la inèrcia del 
cos i en una matriu diagonal, o altres constants; etc. El que sí que és important 
és saber detectar a través de les simulacions fins a quin punt és vàlida una 
aproximació.  
Del model no lineal, se’n han extret diverses conclusions. La primera i més 
important és que l’helicòpter coaxial és completament inestable, i d’aquí se’n 
destaca la importància que té el disseny d’un bon controlador, objectiu que s’ha 
plantejat a l’inici del treball. Altres conclusions que se n’extreuen són que el 
model construït, ha permès simular entrades que d’altra manera només es 
podrien saber el resultat amb l’experimentació de l’helicòpter, cosa que hauria 
pogut – i en la simulació ha estat així – ser catastròfic per l’aparell. A través 
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d’aquestes simulacions s’ha pogut observar que existeix un gran acoblament 
entre algunes de les variables, però tot i així ha respòs com s’esperava davant 
de determinades entrades, i d’aquesta manera s’ha donat per vàlid el model 
obtingut. 
El següent pas que s’ha seguit és la linealització del model, per tal de facilitar la 
feina, com s’ha pogut comprovar, a l’hora de crear el controlador. El que s’ha 
observat també, és que molts dels efectes no lineals que s’havien introduït, 
desapareixien amb la linealització. Aquest fet és degut a que el punt d’operació 
escollit per l’helicòpter es en ‘hover’, punt on totes les velocitats, angles, i altres 
variables excepte les velocitats del rotor, es feien zero. Un controlador basat en 
aquest punt és necessari per garantir l’estabilitat, però si el que es busca és 
poder donar consignes a l’helicòpter, o que pugui operar de manera autònoma, 
la complexitat augmenta notòriament.  
Un altre fet a destacar és que havent començat amb divuit variables, l’espai 
d’estats ha revelat que vuit d’aquestes variables no intervenien en la dinàmica i 
que per tant havien de ser retirades del model per ser calculades a part. 
D’aquesta manera, s’aconseguia també que el sistema es tornés completament 
observable i controlable. La conclusió que es treu d’això és que algunes 
d’aquestes variables no era possible observar-les, i d’altres controlar-les de 
manera que es necessitaria un altre tipus de control diferent al proposat. Pel que 
fa a la observabilitat, s’ha arribat a la conclusió que per tenir el model 
completament observable, feia falta mesurar les velocitats angulars dels rotors, i 
s’han proposat algunes maneres per fer-ho. D’altra banda, també s’han 
identificat dos grups de variables i entrades independents entre ells (Altitud-Yaw i 
Pitch-Roll). 
En darrer lloc, el controlador ha estat obtingut fàcilment a través del model 
dinàmic linealitzat i del programari MATLAB, traient profit així de la feina feta 
anteriorment. Tot i així, ha calgut un estudi posterior per sintonitzar els pols del 
nou controlador i obtenir els resultats més eficients en quant a estabilització del 
sistema. S’han fet diverses simulacions que han portat a la conclusió que el 
controlador compleix bé la seva missió portant ràpidament l’helicòpter a 
l’equilibri. El model no lineal ha requerit també una nova sintonització per 
adaptar-se a la nova dinàmica del sistema. 
Actualment, existeixen mètodes per obtenir controladors més eficaços que els 
presentats, però en base als coneixements i possibilitats de què es disposa, i 
d’acord amb els objectius plantejats, ha complert amb les expectatives de 
manera satisfactòria i tenint en compte que es tractava d’un sistema summament 
complicat 




7.2. Futures línies de recerca 
 
A mida que aquest treball avançava s’han anat obrint camins cap a futures 
investigacions o treballs. En alguns casos es tracta de treballs que es podrien fer 
per completar o millorar aspectes que el treball presentat no ha tocat prou a fons, 
i que no s’han seguit per poder ajustar-se al temps, equipaments, i coneixements 
de què es disposa. En altres casos són camins diferents que no s’han pres per 
desviar-se del que realment es pretenia estudiar. 
Una possible investigació es podria portar a terme per tal de definir amb 
exactitud el model dinàmic no lineal. Es tractaria de fer una identificació de 
paràmetres més acurada ja que en molts casos aquests paràmetres han estat 
estimats, mesurats amb poca precisió, o bé presos de la literatura d’helicòpters 
semblants; i són paràmetres que com s’ha pogut comprovar, si es desvien molt 
del valor de disseny, retornen resultats molt distorsionats. També hi cap la opció 
fàcil (si accedeixen a fer-ho) de demanar aquests paràmetres de disseny al 
fabricant. 
També es podria redefinir el model per fer-lo més precís i abordar el disseny del 
controlador automàtic amb altres mètodes més eficaços. 
Aquesta darrera opció, és un altre futur treball, però que es distancia massa 
d’aquest projecte. Existeixen línies de recerca que depenen més d’aquest treball. 
La més interessant, sens dubte és l’aplicació del controlador presentat en un 
helicòpter de joguina real, per donar validesa a tot el desenvolupament plantejat i 
poder comprovar empíricament el seu funcionament. Caldria afegir els sensors 
per a les variables que falten saber per realimentar el sistema, i això implicaria 
un disseny de l’observador o algun mètode que permeti estimar-les. També seria 
interessant com a futur treball, obtenir controladors que permetin accions més 
interessants com ara seguir una consigna, o implementar tots els sistemes de 
control necessaris per fer del UAV un robot completament autònom.  






El cost associat a aquest estudi està descrit en les taules següents. 
Hores de treball 
Concepte Quantitat (hores) Cost unitari(€) Cost total (€) 
Mà d’obra enginyeril 400 8 3200 
Mà d’obra supervisió 15 32 480 
Subtotal   3680 
Taula 3. Cost d'hores de treball 
Material 
Concepte Detall Quantitat Cost (€) 
Netbook ASUS Ordinador portàtil 1 599 
Documentació Suport físic del treball15 1 48 
Subtotal   647 
Taula 4. Cost de material 
Llicències de Software 
Concepte Detall Cost (€) 
MATLAB® R2012b Llicència permanent 
acadèmica 
87 
Microsoft Office  
2010 Home & Student Version 
Llicència permanent 
per un usuari 
99 
Subtotal  186 
Taula 5. Cost de llicències de software 
Total 
Concepte Cost (€) 
Hores de treball 3680 
Material 647 
Llicències de Software 186 
Total 4513 
Taula 6. Cost total del projecte 
  
                                               
15
 Impressió (122 pàgines color) , enquadernació, carpetes, etiquetes, format digital (CD). 






Aquest estudi no presenta cap mena d’implicació mediambiental ja que ha estat 
realitzat íntegrament amb l’ús d’ordinadors personals i equips de la Universitat 
Politècnica de Catalunya  
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Annex A. Llista de variables i 
para metres 
En les següents llistes es mostren totes les variables i paràmetres que participen 
en el model, destacant en negreta aquelles que es prenen com a variables 
d’estat. Es mostren també, les respectives unitats i el sistema de referència en 
que està expressat, si aplica. 
 
Variables. Escalars 
Símbol Nom Unitats Referència 
E Coordenada Est m Inercial 
N Coordenada Nord m Inercial 
U/D Coordenada Up (altitud)/Down(altitud negativa) m Inercial 
x Coordenada longitudinal (relativa) m Body 
y Coordenada lateral (relativa) m Body 
z Coordenada vertical (relativa) m Body 
u Velocitat longitudinal (absoluta) m/s Body 
v Velocitat lateral (absoluta) m/s Body 
w Velocitat vertical (absoluta) m/s Body 
ϕ Angle de roll rad Inercial* 
θ Angle de pitch rad Inercial* 
ψ Angle de yaw rad Inercial* 
p Velocitat angular helicòpter en x (absoluta) rad/s Body 
q Velocitat angular helicòpter en y(absoluta) rad/s Body 
r Velocitat angular helicòpter en z(absoluta) rad/s Body 
α Angle d’inclinació de l’empenta en x rad Body 
β Angle d’inclinació de l’empenta en y rad Body 
Ω Velocitat angular del rotor rad/s Body 
ηbar Angle d’inclinació de la barra estabilitzadora rad Inercial 
ζbar Angle d’inclinació de la barra estabilitzadora rad Inercial 
αbar Angle d’inclinació de la barra estabilitzadora(x) rad Body 
βbar Angle d’inclinació de la barra estabilitzadora(y) rad Body 
ζi Desfasament de fase del rotor rad Body 
userv1 Tensió aplicada al servo-actuador 1** V - 
userv2 Tensió aplicada al servo-actuador 2** V  - 
umot1 Tensió aplicada al motor 1 V  - 
umot2 Tensió aplicada al motor 2 V  - 
I Intensitat de corrent que circula per un motor A - 
U Tensió aplicada als borns d’un motor V - 
ω Velocitat de rotació del rotor d’un motor rad/s - 
M Parell a vèncer per un motor Nm - 
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* Els angles d’orientació de l’helicòpter no són estrictament en el sistema inercial, 
sinó que parteixen de l’inercial i segueixen una progressió d’Euler de rotacions 
amb ordre yaw-pitch-roll, com és explicat en l’apartat 3.1. 
** Per als dos servo-actuadors, ûserv no es fa servir com a variable, però serveix 
per diferenciar la tensió abans i després d’aplicar la correcció 
Variables. Matrius i vectors 
* I de manera equivalent, les respectives formes per a fer les transformacions 
inverses, segons indiquen els subíndexs. 
** El pes es tracta d’un paràmetre en el sistema inercial, i una variable en el 
sistema Body.  
 
  
Símbol Nom Unitats Referència 
NED Vector de coordenades inercials m Inercial 
x Vector de coordenades relatives m Body 
x Vector de variables d’estat Vàries - 
v Vector velocitat m/s Body 
ω Vector velocitat angular rad/s Body 
ABJ Matriu de transformació Body-Inercial - -* 
RJB Matriu de transformació de rotacions J-B - - 
F Sumatori de forces externes N Body 
M Sumatori de moments externs Nm Body 
ni Vector director de l’empenta - Body 
Ti Empenta del rotor N Body 
W Pes total N B/J** 
D Fregament aerodinàmic fuselatge N Body 
Destela Interferència estela del rotor-fuselatge N Body 
Qi Parell induït Nm Body 
Qreact,i Parell reactiu Nm Body 
rc,i Vector posició centre del rotor m Body 
Mflap Moment causat per ‘flapping’ del rotor Nm Body 










Símbol Nom Unitats 
 Ambientals  
ρ Densitat de l’aire kg/m3 
g Constant gravitacional  m/s2 
 Aerodinàmics  
CTi Coeficient adimensional d’empenta - 
CQi Coeficient adimensional de parell - 
f Fracció de pes virtual que genera la interferència d’estela - 
kζi Factor corrector del retard de fase del rotor s 
oζi Offset de retard de fase del rotor rad 
Scar Superfície de fregament característica m2 
CDf Coeficient de fregament adimensional del fuselatge - 
aα,v Influència velocitat lateral en ‘flapping’ de pala per roll rad*s2/m2 
aα,u Influència vel. longitudinal en ‘flapping’ de pala per roll rad*s2/m2 
aα,p Influència de pitch en efecte ‘damping’ de rotor s2/rad 
aβ,v Influència velocitat lateral en ‘flapping’ de pala per pitch rad*s2/m2 
aβ,u Influència vel. longitudinal en ‘flapping’ de pala per pitch rad*s2/m2 
aβ,q Influència de roll en efecte ‘damping’ de rotor s2/rad 
 Geomètrics  
R Radi del rotor m 
c Corda mitja de la pala (longitud transversal) m 
m Massa total de l’helicòpter kg 
zci Distància centre de gravetat - centre del rotor m 
li Factor d’escala (linkage factor) - 
kel,i Constant de rigidesa del rotor (constant elàstica) Nm/rad 
Ixx Iyy Izz Elements de la diagonal de la matriu d’inèrcia kg m2 
 Motors i caixa de canvis  
Ubat Tensió nominal de la bateria V 
kM Constant magnètica del motor Nm/A 
kE Constant elèctrica del motor 1/(V*s) 
RΩ Resistència elèctrica del motor Ohms 
igear Relació de transmissió - 
ηgear Rendiment de la transmissió - 
dR Resistència de fregament del motor Nms 
Jrot Inèrcia de tot el bloc en rotació kg m2 
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Annex B. Model dina mic no lineal 
Dinàmica del sòlid rígid 
Forces Moments 
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Dinàmica dels motors i transmissió 
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Annex C. Ca lcul de les variables en 
‘hover’ 
Determinació de les velocitats angulars dels rotors que permeten mantenir 
l’helicòpter estàtic en altitud i actitud. 
 Condició 1: Estàtic 
Totes les velocitats i acceleracions nul·les. 
                
 Condició 2: Rotors no inclinats 
Intuitivament, les forces generades pels dos rotors en equilibri, han de ser 
estrictament verticals ja que les úniques forces que actuen i cal compensar 
quan l’helicòpter no es mou tenen aquesta direcció. D’això es desprèn que 
els rotors no han d’estar inclinats, i per tant: 
                  
Com a conclusió, no s’haurà d’aplicar cap tensió als servo-actuadors. 
                
 Condició 3: Equilibri de moments (conseqüència condició 1) 
Equació (9.1): 
          
   
        
     
        
    
   
         
      
 
 Condició 4: Equilibri de forces verticals (conseqüència condició 1) 
Equació (8.1): 
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Determinació de les tensions aplicades als motors que proporcionaran les 
velocitats angulars que permeten mantenir l’helicòpter estàtic en altitud i actitud. 
 Condició 5: Règim estacionari 
El sistema es troba en règim permanent o estacionari, és a dir que totes les 
derivades són nul·les. Si bé es pot considerar que és una conseqüència o 
una altra manera d’expressar la condició 1, en aquest cas és convé remarcar 
que la velocitat de cada un dels rotors es mantindrà constant al valor de 
hover, per tal de determinar quines són les tensions del motor que 
proporcionen aquesta velocitat. 
Equació (38): 
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Regim permanent:  ̇    
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Ωup hov = 194.8432 rad/s 
Ωdw hov = 205.3827 rad/s 
 
umotdw hov =   0.6735 V 
umotdw hov =   0.6663 V 
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Annex D. Funcions de MATLAB 
Fitxer: variables.m 
%Llista de variables 
%% Ambientals 
rho = 1.184;        %Densitat de l'aire [kg/m3] 
g = 9.81;           %Constant de gravetat [m/s2] 
  
%% Aerodinàmics 
CTup = 0.0076;       %Coeficient d'empenta rotor superior[] 
CTdw = 0.0106;       %Coeficient d'empenta rotor inferior[] 
CQup = 0.0020;       %Coeficient de parell rotor superior[] 
CQdw = 0.0018;       %Coeficient de parell rotor inferior[] 
f = 0.01;            %Fracció de pes induida per 
l'estela+fuselatge[] 
kdsetadw = -0.001282;     %Factor corrector del retard de fase del 
rotor inferior[s]  
kdsetaup = kdsetadw;      %Factor corrector del retard de fase del 
rotor superior[s]  
odsetaup = 0.1789;        %Offset de retard de fase del rotor 
superior[rad]               




Srefx = 0.1*0.1;   %Superficie de referència direcció x [m2] 
Srefy = 0.1*0.1;   %Superficie de referència direcció y [m2] 
Srefz = 0.1*0.1;  %Superficie de referència direcció z [m2] 
CDf = 1.2;          %Coeficient de fregament helicòpter [] 
  
%% Geomètrics 
R = 0.168;           %Radi rotors [m] 
c = 0.02;            %Corda mitjana rotor [m] 
%mp = 0.002;          %Massa d'una pala [kg] 
m = 0.22;            %Massa total helicòpter [kg] 
zup = -0.13;        %Distancia CG-centre rotor superior [m] 
zdw = -0.065;        %Distancia CG-centre rotor inferior [m] 
Lup = 0.613;         %Factor d'escala rotor superior [] 
Ldw = 0.136;         %Factor d'escala rotor inferior [] 
k_el_dw = 0.4;       %Rigidesa rotor inferior[Nm/rad] 
k_el_up = 0.1;       %Rigidesa rotor superior[Nm/rad] 
  
dx = 0.04;           %Longitud x cuboide equivalent [m] 
dy = 0.02;           %Longitud y cuboide equivalent [m] 
dz = 0.10;           %Longitud z cuboide equivalent [m] 
I=[dy^2+dz^2 0 0; 0 dx^2+dz^2 0; 0 0 dx^2+dy^2]*m/12; %Matriu 
d'inercia [kg*m2] 
I=[18.37e-4 0 0; 0 18.70e-4 0; 0 0 4.87e-4-140.29e-6-68.85e-6]; 
%% Elements dinamics 
tauup = 0.8;         %Constant de temps rotor superior+barra [s] 
taudw = 0.08;        %Constant de temps rotor inferior [s] 
  
%% Motors i caixa de canvis 
Ubat = 11.1;        %Tensió Bateria [V] 
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km = 0.006;         %Constant mecànica motor [N*m/A] 
ke = 0.005;         %Constant elèctrica motor [1/(V*s)] 
Res = 1.2;          %Resistència motor [Ohms] 
igear = 1.5;        %Relació de transmissió [] 
ngear = 0.85;       %Eficiència de transmissió [] 
dr = 1e-7;           %Fricció motor [N m s] 
Jrotup = 1.47e-4;      %Inercia eix superior[kg m2] 
Jrotdw = 0.76e-4;      %Inercia eix inferior[kg m2] 
  
%% Temp 
a_alfa_v = 0.0199;             %[rad*s^2/m^2] Influence of lateral 
velocity on roll blade flapping 
a_beta_u = a_alfa_v;           %[rad*s^2/m^2] Influence of 
longitudinal velocity on pitch blade flapping 
a_alfa_u = 0.0107;             %[rad*s^2/m^2] Influence of 
longitudinal velocity on roll blade flapping 
a_beta_v = a_alfa_u;           %[rad*s^2/m^2] Influence of lateral 
velocity on pitch blade flapping 
a_alfa_p = 0.0238;             %[s^2/rad] Pitch rate rotor damping 
a_beta_q = a_alfa_p;           %[s^2/rad] Roll rate rotor damping 
  
%%Hover 
Odwhov = sqrt(m*g*(1+f)/(rho*pi*R^4*(CTup*CQdw/CQup+CTdw))); 












Tuh = CTup*rho*pi*R^4*Ouphov^2; 
Tdh = CTdw*rho*pi*R^4*Odwhov^2; 
i_ds_uph = kdsetaup*Ouphov+odsetaup; 
i_ds_dwh = kdsetadw*Odwhov+odsetadw; 
Ks = Lup*sin(i_ds_uph); 
Kc = Lup*cos(i_ds_uph); 
Qx = (Tuh*zup+k_el_up)/I(1,1); 
Qy = (Tuh*zup+k_el_up)/I(2,2); 
  
%%Elements matriu 
a47=Tuh*Ks/m; a48=Tuh*Kc/m-g; a414=-Tdh/m; a415=-Tuh*Ks/m; a416=-
Tuh*Kc/m; 




a107=-Qx*Kc; a108=-Qx*Ks; a1013=(Tdh*zdw+k_el_dw)/I(1,1); 
a1015=Qx*Kc; a1016=Qx*Ks; 




























A(1,4)=1; A(2,5)=1; A(3,6)=1; A(7,10)=1; A(8,11)=1; A(9,12)=1;  
A(4,7)=a47; A(4,8)=a48; A(4,14)=a414; A(4,15)=a415; A(4,16)=a416; 
A(5,7)=a57; A(5,8)=a58; A(5,13)=a513; A(5,15)=a515; A(5,16)=a516;  
A(6,17)=a617; A(6,18)=a618;  
A(10,7)=a107; A(10,8)=a108; A(10,13)=a1013; A(10,15)=a1015; 
A(10,16)=a1016;  
A(11,7)=a117; A(11,8)=a118; A(11,14)=a1114; A(11,15)=a1115; 
A(11,16)=a1116; 
A(12,17)=a1217; A(12,18)=a1218; 
A(13,13)=a1313; A(14,14)=a1414; A(15,7)=a157; A(15,15)=a1515; 
A(16,8)=a168; 
A(16,16)=a1616; A(17,17)=a1717; A(18,18)=a1818; 
  
B(12,1)=b121; B(12,2)=b122; B(13,3)=b133; B(13,4)=b134; 
B(14,3)=b143; B(14,4)=b144; B(17,1)=b171; B(18,2)=b182; 
  
C(1,1)=1; C(2,2)=1; C(3,3)= 1; C(4,7)=1; C(5,8)=1; C(6,9)=1; 
 
Fitxer: simp.m 
A2=[A(7:8,:); A(10:11,:); A(13:end,:)]; 
A2=[A2(:,7:8)  A2(:,10:11)  A2(:,13:end)]; 
B2=[zeros(4,4);B(13:end,:)]; 
C2=[eye(2) zeros(2,8)]; 
S1=[a47 a48 0 0 0 a414 a415 a416 0 0; ... 
    a57 a58 0 0 a513 0 a515 a516 0 0; ... 
    0 0 0 0 0 0 0 0 a617 a618; ... 
    0 0 0 0 0 0 0 0 a1217 a1218]; 
S2=[0 0 0 0; 0 0 0 0; 0 0 0 0; b121 b122 0 0]; 
 
  





K= place(A2,B2,[-2.7 -2.3 -1.5 -2.5 -1.9 -0.7 -12.5 -12 -2.9 -
1.6]); 
%no lineal: [-2.7 -3.3 -3.0 -1.5 -2.2 -0.7 -12.5 -12 -2.9 -2.6] 
%original: [-2.7 -2.5 -1.5 -1.2 -0.4 -0.6 -12.5 -12 -2.9 -1.6] 
 
Fitxer: funcions/barra_estabilitzadora.m 
function [out] = barra_estabilitzadora(in) 
variables 
  
fi = in(1); 
theta = in(2); 
eta_bar = in(3); 
dseta_bar = in(4); 
Oup = in(5); 
  
eta_bar_dot = 1/tauup*(fi-eta_bar); 
dseta_bar_dot = 1/tauup*(theta-dseta_bar); 
  
alfa_bar = eta_bar-fi; 
beta_bar = dseta_bar-theta; 
  
%Correcció 














Userv1 = in(1); 
Userv2 = in(2); 
Odw = in(3); 
u = in(4); 
v = in(5); 
    
inc_dseta_dw = kdsetadw*Odw + odsetadw; 
                                                            
%+Acoblament per velocitats lateral i longitudinal 
Userv1_corr = 
1/cos(inc_dseta_dw)*(Userv1+Userv2*sin(inc_dseta_dw)+a_alfa_u/Ldw*
u^2*sign(u));   











function [Abj] = crea_Abj(fi,theta,psi) 
Abj = [cos(psi)*cos(theta)                             
sin(psi)*cos(theta)                             -sin(theta);... 
        cos(psi)*sin(theta)*sin(fi)-sin(psi)*cos(fi)  
sin(psi)*sin(theta)*sin(fi)+cos(psi)*cos(fi)  
cos(theta)*sin(fi);... 
        cos(psi)*sin(theta)*cos(fi)+sin(psi)*sin(fi)  




function [out] = crea_Abj2(in) 
fi = in(1); 
theta = in(2); 
psi = in(3); 
Abj = [cos(psi)*cos(theta)                             
sin(psi)*cos(theta)                             -sin(theta);... 
        cos(psi)*sin(theta)*sin(fi)-sin(psi)*cos(fi)  
sin(psi)*sin(theta)*sin(fi)+cos(psi)*cos(fi)  
cos(theta)*sin(fi);... 
        cos(psi)*sin(theta)*cos(fi)+sin(psi)*sin(fi)  
sin(psi)*sin(theta)*cos(fi)-cos(psi)*sin(fi)  cos(theta)*cos(fi)]; 




function [out] = crea_N(in) 
alfa = in(1); 
beta = in(2); 





function [Rjb] = crea_Rjb(fi,theta) 
Rjb = [1    tan(theta)*sin(fi)      tan(theta)*cos(fi);... 
        0   cos(fi)                 -sin(fi);... 
        0   sin(fi)/cos(theta)      cos(fi)/cos(theta)]; 
end 
 




function [out] = equacions_moviment(in) 
variables; 
F = in(1:3); 
M = in(4:6); 
V = in(7:9); 
W = in(10:12); 
Vdot = F/m - cross(W,V); 
Wdot = (I) \ (M-cross(W,I*W));     %=inv(I)*(M-cross(W,I*W)); 
  




function [out] = plat_ciclic(in) 
  
variables 
Userv1 = in(1); 
Userv2 = in(2); 
Odw = in(3); 
alfa_dw = in(4); 
beta_dw = in(5); 
  
p = in(6); 
q = in(7); 
u = in(9); 
v = in(10); 
  
%Correcció 
inc_dseta_dw = kdsetadw*Odw + odsetadw; 
  
                                       %Terme directe           
%Terme creuat                     %Termes d'influencia de 





beta_dw_dot =  1/taudw*(Ldw*(-
cos(inc_dseta_dw)*Userv2+sin(inc_dseta_dw)*Userv1)-beta_dw) +  
1/taudw*(a_beta_u*u^2*sign(u)-a_beta_v*v^2*sign(v))   - 
1/taudw*(a_beta_q*q^2*sign(q)); 
  










function [out] = transforma(in) 
V = in(1:3); 
W = in(4:6); 
fi = in(7); 
theta = in(8); 
psi = in(9); 
  
Abj = crea_Abj(fi,theta,psi); 
Ajb = Abj'; 
NEUdot = Ajb*V; 
  
Rjb = crea_Rjb(fi,theta); 
fithetapsidot = Rjb*W; 
  
  




function [out] = Wbody(in) 
fi = in(1); 
theta = in(2); 
variables 
  
Wbody = m*g*[-sin(theta),cos(theta)*sin(fi),cos(theta)*cos(fi)]; 
out = Wbody; 
end 
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Annex E. Model dina mic lineal 
Model dinàmic linealitzat al voltant del punt d’equilibri o ‘hover’. 
Variables en equilibri: xh = [ x, y, z, 0, 0, 0, 0, 0, ψ, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, Ωdw,h, Ωup,h ]
T ; uh = [ 0, 0, 0, 0 ]
T 
Per tal de simplificar el model, les dues variables umot i, no són les tensions que s’apliquen directament al motor, sinó increments respecte la tensió 
necessària per mantenir l’helicòpter en ‘hover’, així doncs es tracta d’un canvi de variable o translació per tal que en equilibri prenguin valor nul. 
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Model dinàmic linealitzat al voltant del punt d’equilibri o ‘hover’. La simplificació consisteix en eliminar aquelles variables que no intervenen en el 
model, que són les tres posicions (x,y,z) i l’angle ψ. Les variables d’observació en aquest cas són estimacions de les 3 velocitats lineals de l’helicòpter 
a partir de les variacions de les mesures de posició, els angles de pitch i roll mesurats, i les tres velocitats angulars estimades a partir de la variació 
dels angles. 
Variables en equilibri: xh = [ 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, Ωdw,h, Ωup,h ]
T ; uh = [ 0, 0, 0, 0 ]
T 
Per tal de simplificar el model, les dues variables umot i, no són les tensions que s’apliquen directament al motor, sinó increments respecte la tensió 
necessària per mantenir l’helicòpter en ‘hover’, així doncs es tracta d’un canvi de variable o translació per tal que en equilibri prenguin valor nul. 
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Model dinàmic linealitzat al voltant del punt d’equilibri o ‘hover’. La simplificació consisteix en eliminar aquelles variables que no intervenen en el 
model, que són les tres velocitats (u,v,w) i la velocitat angular r. Les variables d’observació en aquest cas són estimacions de les 2 velocitats angulars 
de l’helicòpter a partir de les variacions de les mesures dels angles de pitch i roll. 
Variables en equilibri: xh = [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, Ωdw,h, Ωup,h ]
T ; uh = [ 0, 0, 0, 0 ]
T 
Per tal de simplificar el model, les dues variables umot i, no són les tensions que s’apliquen directament al motor, sinó increments respecte la tensió 
necessària per mantenir l’helicòpter en ‘hover’, així doncs es tracta d’un canvi de variable o translació per tal que en equilibri prenguin valor nul. 
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Constants d’equilibri:                
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Constants del model: 
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